MATEMATICAS VI (Métodos numéricos)



Objetivo General

EL ALUMNO EVALUARA LOS ALCANCES Y LIMITACIONES DE DIVERSOS ALGORITMOS EN LA
RESOLUCION DE PROBLEMAS, HACIENDO ENFASIS EN SU IMPLANTACION A TRAVES DE
SOFTWARE.
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1. Aritmetica de punto flotante

1.1. Objetivo particular

El alumno identificara las dificultaades al realizar diferentes operaciones con punto flotante.

1.2. Sistemas numericos de punto flotante!

El sistema de nimeros de punto flotante es la representacién mas comin hoy en las computadoras.

Hay varias maneras de representar los nimeros reales en computadoras. El sistema de coma fija, coloca una coma en
algun lugar entre los digitos, por convencidn y es equivalente a usar enteros que representan las porciones de alguna
unidad. Por ejemplo, uno quizas represente un centécimo de una unidad; si usted tiene cuatro digitos de decimal.

Otro enfoque seria usar nUmeros racionales, y representar cada nimero como la razon de dos

enteros.

La representacién del punto flotante representa basicamente un ndmero real en notacion

cientifica. La notacion cientifica representa los nimeros como un nimero base y un exponente.

1.3. Sistemas numericos de maquina en punto flotante

Estamos interesados en estimar el error en que se incurre al aproximar un nimero real positivo x mediante un nimero
de maquina del MARC-32. Si representamos el nimero mediante:

x = (a1a *+ - agsagsage * )2 x 2™

en donde cada a;es 0 6 1y el bit principal es & = 1. Un nimero de maquina se puede obtener de dos formas:

Qs
e Truncamiento: descartando todos los bits excedentes . El nimero resultante, X es siempre
menor que x (se encuentra a la izquierda de x en la recta real).

e Redondeo por exceso: Aumentamos en una unidad el Ultimo bit remanente a,, y después eliminamos el
exceso de bits como en el caso anterior.

Todo lo anterior, aplicado al caso del MARC-32, se resume diciendo que si x es un numero real distinto de 0 dentro del
. 7 . ’ e . * e . .
intervalo de la maquina, entonces el nimero de maquina x mas cercano a x satisface la desigualdad:

r—x*

J= <o~ (20)

I

que se puede escribir de la siguiente forma:

z* =z(l +4) Jo] <2-2¢

! Manual del PLC DL06, 1a. edicién en espaiiol, 10/04 J '5
Apéndice J: Sistemas numéricos



Ejemplo 6: ¢Como se expresa en binario el nimero x = 2/3? ¢Cudles son los nimeros de maquina X' y x" proximos en

el MARC-32?
9 _
£ — (01
(3) 10 (0-10)2

Los dos nimeros de maquina préximos, cada uno con 24 bits, son:

(0.101010 - - - 1010)

El nimero 2/3 en binario se expresa como:

X

¢ = (0.101010 - -~ 1011)5

en donde X' se ha obtenido por truncamiento y X' mediante redondeo por exceso. Calculamos ahora las diferencias x -
X'y X" - x para estimar cual es el error cometido:

2 L
xX- X — EX].O 2

1 _
X'-x = gx:“)ﬂ

Por tanto, el nimero mas proximo es fI(x) = x" y los errores de redondeo absoluto y relativo son:

1 x 10~

A0 - X 3

2% <2

|ﬂ{m] —
T

1.4. Propiedades cualitativas del sistema de numeros de maquina en punto flotante

Vamos a analizar el resultado de operar sobre dos nimeros en punto flotante normalizado de /-digitos de longitud, x e
¥, que producen un resultado normalizado de Adigitos. Expresaremos esta operacion como:

fl(z op y)



X o+ &
endonde opes +, -, O . Supondremos que en cada caso la mantisa del resultado es primero normalizada y
después redondeada (operacion que puede dar lugar a un desbordamiento que requeriria renormalizar el nimero). El
valor de la mantisa redondeada a p bits, g, se define como (de una forma mas rigurosa que en el caso anterior):

[ 27P2Pg+ 1] ¢>0
=1 2rrrg—11 g<0

€T
en donde la funcién redondeo por defecto es el mayor entero menor o igual a xy la funcién redondeo por exceso

[z]
es el menor entero mayor o igual a x. Para nimeros enteros, esta funcion se traduce en la bien conocida regla de
sumar 1 en la posicion p + 1. Teniendo en cuenta solo la mantisa, redondear de este modo da lugar a un intervalo
maximo del error de:

lea| <2777 (21)
y un error relativo maximo en el intervalo:
2—p-1 .
Er| € —— =27 (22)

Analizaremos ahora el error generado por cada una de las operaciones basicas:

1.4.1. MULTIPLICACION

La operacién de multiplicar dos nimeros expresados en punto flotante implica sumar los exponentes y multiplicar las
mantisas. Si la mantisa resultante no estd normalizada, se recurre a renormalizar el resultado ajustando
adecuadamente el exponente. Después, es necesario redondear la mantisa a p bits. Para analizar el error de esta
operacion supongamos dos numeros:

= '1'1:2"!”: y= Q'yz‘f"

Tenemos entonces que el producto sera:

xy=q.q, 2,7,

en donde el valor de la mantisa se encontrara en el rango:

1
Z"_: lgzgy| <1



ya que tanto x como y satisfacen la ecuacién (19). Por tanto, la normalizacion del producto g, g, implica
desplazamiento a la derecha de, como maximo, una posicioén. La mantisa redondeada sera entonces uno de estos dos
posibles valores:

T=qeGy+€ 0 T =2zqy+e¢

en donde £, que es el error de redondeo, cumple la ecuacién (21). Tenemos entonces:

(gzqy +2)2/=*v 19:95| 2 7
Iz x =
(= y) { {%qu + g)2 ety % > |ﬂ'=:"i'y| = %
£ :
= Qg2 ot T 0t > !
L+ 22 lgeqy| 2 3

en donde, de acuerdo con la ecuacion (22), tenemos:

Jegl < 2| <277

Por tanto, la cota del error relativo en la multiplicacion es la misma que la que surge por redondear la mantisa.

1.4.2. DIVISION

Para llevar a cabo la divisién en punto flotante, se divide la mitad de la mantisa del numerador por la mantisa del
denominador (para evitar cocientes mayores de la unidad), mientras que los exponentes se restan. Esto es:

z _ @/2, 514
L Gy

Puesto que ambas mantisas satisfacen la ecuacion (18), el valor del cociente estara acotado entre los limites:

Aplicando un analisis similar al empleado en el caso de la multiplicacion, obtenemos:

(ga/2qy +€)27~HF0 - |gg/2¢y] >
1 =
Uz /] y) { (9z/9y +g)2fe—fv % > |qz/2qy| =

1 + z =2

= qz/2q fe—fy+1 s [ 24y ) |qz/2qy| 2
o 1 I £ = | J( | >

'ﬂ'x.u-"q-.; 2 Qz ZQ'y =

| | =

e =t e =

z
= —(l+eq)
Yy



en donde, de acuerdo con la ecuacion (22), tenemos:

lea] < 2le] <277

Es decir, la cota maxima del error relativo en la division, como en el caso anterior, es la misma que la que surge por
redondear la mantisa.

1.4.3. SUMA Y RESTA

La operaciéon de suma o resta se realiza del siguiente modo: se toma la mantisa del operando de menor magnitud
(supongamos que es y) y se desplaza £, - f, posiciones a la derecha. La mantisa resultante es sumada (o restada) y el
resultado se normaliza y después se redondea. Es decir:

24y = (g +q,20vTe)2le

El analisis del error cometido en esta operacién es mas complejo que los estudiados hasta ahora, por lo que no lo
vamos a ver en detalle. Sin embargo, el resultado final indica que la cota maxima del error cometido en la adicion y la
sustraccién viene dado por:

lea] < 2|e| <277

En conclusién, en todas las operaciones aritméticas elementales en punto flotante, el error absoluto del resultado es
no mayor de 1 en el bit menos significativo de la mantisa.

Sin embargo, los errores de redondeo se acumulan a medida que aumenta el nimero de calculos. Si en el proceso de
calcular un valor se llevan a cabo N operaciones aritméticas es posible obtener, en el mejor de los casos, un error de

@fm

redondeo total del orden de * (que coincide con el caso en que los errores de redondeo estan aleatoriamente
distribuidos, por lo que se produce una cancelacion parcial). Desafortunadamente, este error puede crecer muy
rapidamente por dos motivos:

e Es muy frecuente que la regularidad del célculo o las peculiaridades del computador den lugar a que el error
se acumule preferentemente en una direccion; en cuyo caso el error de redondeo se puede aproximar a
Neg

e En circunstancias especialmente desfavorables pueden existir operaciones que incremente espectacularmente
el error de redondeo. Generalmente, este fendmeno se da cuando se calcula la diferencia entre dos niimeros
muy préximos, dando lugar a un resultado en el cual los Unicos bits significativos que no se cancelan son los
de menor orden (en los Unicos en que difieren). Puede parecer que la probabilidad de que se de dicha
situacion es pequefia, sin embargo, algunas expresiones matematicas fomentan este fendmeno.

Veamos con un ejemplo los problemas comentados anteriormente. Hay dos formas de calcular las soluciones de la
familiar ecuacion cuadratica:

at+bx+c=0



gue son:

—b+ Vb2 — dac
T = (23)

2a

2¢
 —b++P? —4dac

T (24)

Cualquiera de estas dos expresiones da problemas cuando a, ¢ o ambos, son pequefios. En estos casos, el valor del
discriminante es muy préximo al valor de b:

P —4dac~b

(18] — V¥ — dac)

por lo que la diferencia viene afectada de un error de redondeo importante. En efecto, la
ecuacion (23) evalla bien la raiz mas grande en valor absoluto, pero da pésimos resultados al estimar la raiz menor en
valor absoluto. Por otra parte, la ecuacion (24) calcula bien la raiz menor (siempre en valor absoluto) pero no la raiz
mas grande.

La solucion del problema pasa por emplear una expresion mejor condicionada. En este caso, es preferible calcular
previamente:
1 i
¢=—3 b+ sign(b)v b — dac (25)

y las dos raices a partir de valor de g como:

m1=§ ¥ a:2=§ (26)

Ejemplo: Calcular las raices de la siguiente ecuacion cuadratica:

a+bx+c=0

siendo:

a=10 b=1.343.10% 3.764.107°



Solucion: Empleando la ecuacion (23), obtenemos:

1 = —0.13430 -10°
sy = 0.44676107°

Sin embargo, empleando la expresion (24):

z1 = oo (overflow)
zo = —0.28027-1070

Por Ultimo, empleando las expresiones (25) y (26) se obtienen ambas soluciones correctas:

51 = —0.13430 - 10°
z9 = —0.28027.10°

1.5. Errores en aritmetica de punto flotante?

Al momento de aplicar las Matematicas a situaciones del mundo real nos encontramos a menudo con problemas que
no pueden ser resueltos analiticamente o de manera exacta y cuya solucion debe ser abordada con ayuda de algin
procedimiento numérico. A continuacién consideramos algunos problemas tipicos, ya formulados matematicamente,
para los cuales estudiaremos técnicas numéricas de solucion.

Existen errores de redondeo, los cuales se originan debido al numero limitado de cifras que puede almacenar la
computadora, estos se producen en cada operacion aritmética, por esta misma situacion se pueden ir creciendo.

Errores de truncamiento, este eror se produce por la sustitucién de un operacién infinita, por una operacion finita,

o tambien por la sustitucién de operaciones continuas por una discreta, estos aparecen en series de Taylor, integracion
numérica, y diferencias finitas.

2 Manual del PLC DLO06, 1a. edicion en espaiiol, 10/04



2. Sistemas de ecuaciones algebraicas lineales

2.1. Objetivo particular

El alumno evaluara sistemas de ecuaciones lineales y realizara operaciones con matrices.

2.2. Introduccion

En este trabajo se omitiran los métodos para la resolucion de sistemas con dos ecuaciones y dos incognitas, se hablara
de métodos para sistemas mas grandes.

Los sistemas de ecuaciones algebraicas lineales tienen un solo conjunto de soluciones, es decir, cada variable a
resolver tiene un solo valor.

Los sistemas lineales pueden resolverse por métodos directos (método de Cramer o de determinantes, el método de
eliminacién de Gauss, Gauss-Jordan, ) o por métodos iterativos (método de Gauss-Seidel).

El método directo es aquel que en un nimero finito de operaciones elementales (la adicion, sustraccién, multiplicacion,
division y la exponenciacion) nos conduce a la solucion exacta, salvo errores de redondeo de dicho sistema.

El método iterativo es menos susceptible a errores de redondeo y se utilizan para sistemas grandes de ecuaciones.

La solucion de un sistema de ecuaciones consiste en encontrar los valores de las variables que satisfacen a todas las
ecuaciones del sistema.

Algunos ejemplos de problemas que dan lugar a sistemas de ecuaciones lineales son: aplicaciones en termodindmica,
en ciencias bioldgicas, redes eléctricas, estadistica, ajuste polinomial de curvas y solucién de ecuaciones diferenciales
parciales.

Las caracteristicas generales de los sistemas lineales son:

e Las ecuaciones deben ser linealmente independientes para que exista un conjunto Unico de soluciones, es
decir, ninguna ecuacién del sistema puede expresarse como una combinacion lineal de dos o0 mas ecuaciones
del mismo sistema.

e La condicidn necesaria y suficiente para que un sistema de ecuaciones lineales sea linealmente independiente
es que el determinante de la matriz de coeficientes (ai,j) debe ser diferente de cero.
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- 6 en forma mas compacta

1

- AX=B



donde A: matriz de coeficientes. X: vector solucién. B: vector de términos i ndependientes.



2.3. Eliminacion de gauss y gauss-Jordan para problemas ideales sencillos

2.3.1. Método de eliminacion de Gauss

Se basa en la “triangulacion” del sistema de ecuaciones mediante transformaciones elementales. Cuando se logra que
el sistema se encuentre en forma triangular, una de las ecuaciones tiene sélo una variable o incognita y cada una de
las otras ecuaciones tiene una incdgnita adicional. De esta manera, se pueden obtener los valores de las variables, uno
a uno.

Las transformaciones elementales que pueden hacerse a un sistema de ecuaciones y que no alteran los valores de la
solucion del mismo son :

a) Multiplicar una ecuacion del sistema por una constante diferente de cero. (o dividir una ecuacion del sistema
entre una constante diferente de cero)

b) Intercambiar la posicién de dos ecuaciones del sistema.

¢) Sumar (o restar) a una ecuacién del sistema un multiplo de otra ecuacién del sistema.

El método de eliminacién de Gauss empieza “normalizando” la primera ecuacion (el renglon 1 de la ecuacion 3.1),
dividiendo cada uno de sus coeficientes entre a, , . Luego, esta primera ecuacion se multiplica por el coeficiente a de

cada una de las otras ecuaciones del sistema, y el producto se resta a cada ecuacion correspondiente, en sucesion. El
resultado sera la eliminacion de la primera variable de todas las ecuaciones, excepto la primera. Luego, usando las
ultimas n-1 ecuaciones y el mismo procedimiento, se elimina la segunda variable de las Ultimas n-2 ecuaciones. El
proceso se repite, hasta que después de n-1I etapas, la forma triangular queda completa. Matematicamente, el proceso
puede describirse asi: en el paso k del proceso de eliminacion, los nuevos coeficientes normalizados de la ecuacion k
son:

y los nuevos coeficientes en las ecuaciones subsecuentes son:

— I, — ) ; ik (3.3)

Al desarrollar este proceso, debe tenerse en cuenta que los coeficientes a,; de las ecuacio-nes inferiores cambian
durante cada etapa del proceso. Asi, los coeficientes C, de una etapa se convierten en los coeficientes a;que van a
usarse en la siguiente etapa.

Al final del proceso, la Ultima ecuacion contiene sélo la variable X, la cual puede ser re-suelta en dicha ecuacion.
Después, se sustituye el valor de x_en la penditima ecuacion, que contiene sélo las variables x y x_,y se resuelve
para x . Se continla de la misma forma para encontrar los valores de todas las demas variables. A este
procedimiento se le conoce como “sustitucion inversa”.

Ejemplo 3-1. Resuelve el siguiente sistema de ecuaciones por el método de eliminacion de Gauss:

(1)3x+ 6y+9z=39 (1N x+2y+3z=13
(2) 2x+ 5y-2z=3 (2)2x+ 5y—2z=3
) x+3y—-z=2 3)x+3y—-z=2

Restar dos veces (1) a (2) y (1) a (3"):
Normalizar la ecuacion (1) dividiendo (1) entre 3: (1" x+2y+3z=13



20+ y—-8z=-23

3)Y0+y—4z=-11

Normalizar (2"), lo cual no es necesario en este caso, y
restar (2") a (3"):

1"y x+2y+3z=13

(2"Y0+ y—8z=-23

30+0+4z=12

Por sustitucion inversa:

de (3"), z=12/4 =3

de (2", y=-23+8z=-23+8(3) =1

de (1), x=13-2y-3z=13-2(1)-3(3) = 2

Por lo tanto la solucién del sistema de ecuaciones es:
xX=2

y
z

1
3




Se le puede agregar un refinamiento al método de eliminacion de Gauss incorporando la operacion de “piv
parcial”, que consiste en seleccionar el coeficiente de mayor valor absoluto en la siguiente columna y usar ... -
ecuacion correspondiente como la base para el proceso eliminacion

o
E)

Ejemplo 3-2 Resuelve el siguiente sistema de ecuaciones por el método de eliminacién de Gauss con pivoteo
parcial:

(1) x+y+z=406
(2) 2x—-y+z=3
(3 3x+2v—z=4
Intercambiar las posiciones de (1) y (3):
(1Y 3x+2y—=z=4
(2) 2x—y+z=3
(3) x+v+z=6

Normalizar (1), dividiendo (1") entre 3:
(") x+s$y-1z=3%

() 2x—y+z=3
(3") x+yv+z=06

Restar dos veces (1") a (2") y (1) a (3"):
") x+3y—iz=4
(') 0-3y+3z

(3") O0+iy+3z=

l.-{_"__' Lades

En el siguiente paso no hay que hacer intercambio de posiciones, pues el elemento pivote (-7/3) es el de
mayor valor absoluto en la columna 2 tomando en cuenta en la columna sélo de la posicién del pivote hacia
abajo.

Dividir (2"") entre —7/3:

v v
Restar 1/3de (2 )a 3( ):

") x+dy-iz=3

Por sustitucion inversa:
z= (@) =3

La solucion es:

x=1



Hay dos ventajas al usar el pivoteo en el método de eliminacion de Gauss: primero, si en una determinada etapa del
proceso de eliminacion el elemento pivote vale cero, se puede hacer un intercambio de posiciones en las ecuaciones, para
que el elemento pivote sea dife-rente de cero y evitar asi un error en la division (division entre cero) y, segundo, cuando
los elementos pivotes son los coeficientes con mayor valor absoluto en su respectiva columna, el error por redondeo
tiende a reducir



Eliminacion de Gauss Jordan Este método, que constituye una variacion del método de eliminacion
de Gauss, permite resolver hasta 15 o 20 ecuaciones simultaneas, con 8 o 10 digitos significativos
en las operaciones aritméticas de la computadora. Este procedimiento se distingue del método
Gaussiano en que cuando se elimina una incognita, se elimina de todas las ecuaciones restantes, es
decir, las que preceden a la ecuacion pivote asi como de las que la siguen.

El método se ilustra mejor con un ejemplo. Resolvamos el siguiente conjunto de ecuaciones
3.0 X1 -0.1X2-0.2 X3 =7.8500
0.1X1+7.0X2-0.3X3=-19.3
0.3 X1 -0.2 X2 + 10 X3 = 71.4000

Primero expresemos los coeficientes y el vector de términos independientes como una matriz
aumentada.

3000 —0.100 -0200, 7850
I
(0.100 7.000  -0.300,-19.300
0300 -0.200 10.000 i 71.400
Se normaliza el primer renglén dividiendo entre 3 para obtener:
1.000 -0.033 - 0.066 2.616

|
0.100 7.000 - 0.300 i — 19300
0300 —0.200 10.000 i 71.400

El término X1 se puede eliminar del segundo rengldon restando 0.1 veces el primero del segundo
renglon. De una manera similar, restando 0.3 veces el primero del tercer renglon se elimina el
término con X1 del tercer renglon.

1 -0.033 -0.066, 2616
|

0 7.003 -0.293)-19.562

0 -0.1%9 10.018 i 70.615

En seguida, se normaliza el segundo renglén dividiendo entre 7.00333:
1 —0.033 -0066, 2616
0 1.000 -0.042 i -2.793
0 -0.190 10.018 i 70.615

Reduciendo los términos en X2 de la primera y la tercera ecuacion se obtiene:




1 0 -0.068 2.524
|

0 1 -0.042 ! -2.793

0 0 10.010! 70.084

El tercer renglon se normaliza dividiendolo entre 10.010:

1 0 -0.068! 2.524
|

0 1 -0.042 ! -2.793

0 0 1.0001 7.001

Finalmente, los términos con X3 se pueden reducir de la primera y segunda ecuacion para obtener:

1 0 0! 3.000
|

0 1 0! -2.499

0 0 11 7.001

Notese que no se necesita sustitucion hacia atras para obtener la solucion.

Las ventajas y desventajas de la eliminacion gaussiana se aplican también al método de Gauss-
Jordan.

Aunque los métodos de Gauss-Jordany de eliminacion de Gauss pueden parecer casi idénticos, el
primero requiere aproximadamente 50% menos operaciones. Por lo tanto, la eliminacién gaussiana
es el método simple por excelencia en la obtencidn de soluciones exactas a las ecuaciones lineales
simultaneas. Una de las principales razones para incluir el método de Gauss-Jordan, es la de
proporcionar un método directo para obtener la matriz inversa.

2.4. Pivoteo y eliminacion conica de Gauss®

Esta operacién se conoce con el nombre de pivoteo parcial, ya que se busca cambiar el elemento
pivote. De hecho, se recomienda realizar el pivoteo parcial para reducir errores por redondeo. Los
errores por redondeo se ven incrementados cuanto menor (en valor absoluto) sea el valor del
elemento pivote. Por ello es recomendable, antes de comenzar el proceso de eliminacién para cada
columna, realizar el pivoteo parcial, llevando a la posicién de la ecuacion pivote aquella que posea
el mayor coeficiente en valor absoluto, en esa columna. El intercambio se realiza entre la ecuacién
numero i (cuyo elemento pivote es g;) y alguna de las n-i ecuaciones que estan por debajo de ella.
Ilustramos esta técnica con un sistema generico de 5x5, en el que intercambiamos la ecuacién 3
con la ecuacion 5:

3 http://bil bo.edu.uy/~cnyc/cr/si stecu/di rectos.htm




v Y
d)) 4 8)3 A4 A5 | D)

O ayp dp3 dyg a5 | by

O 0 dgq 8y dqz | by
0 0 a;;3 a;:4 a;;j I b;
|00 3 Ay Ass | bg
§i efectuamos la operacién (EB) "::} (Ej )el sistema queda
A &p &3 Ay &5 | D)

O ayp dp3 8y A5 | Dy
o 0 ﬁ;3 3;4 ﬁ;5 | b;
0 0 a;;3 a;:q a;;j I b;
0 0 8gq 8y 8 | by
Il:os "y los """ nos recuerdan qile los coeficientes correspondientes son los obtenidos por el

proceso de eliminacion de Gauss de la primer y segunda columna. Vemos que luego del
intercambio, el nuevo elemento as; es el coeficiente que originalmente estaba en as3, y viceversa.
Esta operacion de pivoteo parcial , se puede combinar con otra: el intercambio de columnas de la
matriz A. Esta Ultima operacién también esta permitida, por propiedad conmutativa de la suma.
Consiste, en forma similar a lo que hacemos en el pivoteo parcial, en intercambiar columnas de
manera de llevar a la posicion pivote a aquel elemento con mayor valor absoluto. La Unica
precaucién que debemos tomar es el recordar que al intercambiar columnas, estamos cambiando
de lugar los elementos de la solucién final x, y por lo tanto, al implementar este algoritmo en una
computadora, conviene mantener un vector p en el que vayamos acumulando las permutaciones
de columnas, de manera de poder reconstruir al final de proceso, el orden original de los elementos
x; de la solucion. Esto es importante, ya que al resolver un problema real, las soluciones tienen un
significado concreto y no debemos mezclar los resultados.

A la operacion combinada de intercambio de filas y columnas se le conoce con el nombre de
pivoteo total. Al igual que en el caso anterior, ilustraremos el procedimiento con una matriz
generica de 5x5. Sea pues el sistema visto anteriromente, si efectuamos el intercambio de la
c(olumna 3y la columna 4, tenemosh‘I

a)] &) 814 Aj3 a5 | b)

Y ﬂzzﬂ‘zﬁﬂmﬂzj'bz

0 A3y A33 d35 | by

0
U 0 agy 8y3 45| Dy
0

0  a54 853 d55 | by




Observese que en el pivoteo parcial, se intercambian las filas de A y también los elementos de b,
mientras que en el intercambio de columnas solo intervienen los elementos de A, nunca el vector
b.

2.5. Problemas sin solucion unica

Podemos clasificar los sistemas atendiendo al nimero de sus soluciones:

Incompatible. No tiene solucion.

Compatible. Tiene solucion.

Compatible determinado. Unica solucién.

Compatible indeterminado. Infinitas soluciones.
ﬂ:l.:*';;: :} incompatible. No tiene solucdn.
I+y=]3
-y=1

T+y=3 T . o .
compatihle indeterminado. Infinis soloclones.
11+1;=ﬁ} P :

} compatible deerminado. Unica sohicién.

Para que ub sistema no tenga solucion unica setrata de un sistema compatible indeterminado, el
cual tienes infinitas soluciones, su caracteriztica es que se ratan las ecuaciones de rectas paralelas,
planos, etc.

2.6. Matrices y vectores

Las matrices aparecen por primera vez hacia el afo 1850, introducidas por J.J.
Svlvester. El desarrollo inicial de la teoria se debe al matematico W.R. Hamilton en
1853. En 1858, A. Cayley introduce la notacién matricial como una forma abreviada de
escribir un sistema de m ecuaciones lineales con n incognitas.

Las matrices se utilizan en el calculo numérico, en la resolucién de sistemas de
ecuaciones lineales, de las ecuaciones diferenciales y de las derivadas parciales.
Ademas de su utilidad para el estudio de sistemas de ecuaciones lineales, las matrices
aparecen de forma natural en geometria, estadistica, economia, informatica, fisica,
etc.

La utilizacion de matrices (arrays) constituye actualmente una parte esencial dn los
lenguajes de programacién, ya que la mayoria de los datos se introducen en los
ordenadores como tablas organizadas en filas y columnas : hojas de calculo, bases de
datos,...

Definicion de matriz

Se llama matriz de orden mxn a todo conjunto rectangular de elementos a;; dispuestos
en m lineas horizontales (filas) y n verticales (columnas) de la forma:




Abreviadamente suele expresarse en la forma A =(a;), coni =1, 2, ..., m, j =1, 2, ...,
n. Los subindices indican la posicién del elemento dentro de la matriz, el primero
denota la fila (i) y el segundo la columna (j). Por ejemplo el elemento a,s sera el
elemento de la fila 2 y columna 5.

Dos matrices son iguales cuando tienen la misma dimensién y los elementos que

ocupan el mismo lugar en ambas son iguales.

Tipo de
matriz

Definicion

Ejemplo

FILA

Aquella matriz que tiene
una sola fila, siendo su
orden 1xn

Jli1=-c3 = (? 2 _5:]

COLUMNA

Aquella matriz que tiene
una sola columna, siendo
su orden mx1

Ay = 1

RECTANGULA
R

Aquella matriz que tiene
distinto nimero de filas
que de columnas, siendo
su orden mxn = #

A.,=|5 7 -1 8

TRASPUESTA

Dada una matriz A, se
llama traspuesta de A a
la matriz que se obtiene
cambiando
ordenadamente las filas
por las columnas.

Se representa por A' 6
AT

sies A= (ag)

MR

su traspuesta o5 A’ = (a il
r (1
1 2 3 . ﬂ!‘ =

A= .
R

3

s -4

OPUESTA

La matriz opuesta de una
dada es la que resulta de
sustituir cada elemento
por su opuesto. La
opuestade A es -A.

I
i
]
Un




NULA

Si todos sus elementos
son cero. También se
denomina matriz cero y
se denota por Omxn

Uieg =

[ S s [

o o a

[ S s [
[ S s [

IDENTIDAD

Es una matriz cuadrada

que tiene todos sus
elementos nulos excepto
los de la diagonal
principal que son iguales
a 1. También se
denomina matriz unidad.

2 e
—_ T

INVERSA
cuadrada A tiene
inversa, A-1, si se
verifica que :

AAT =ANA=T

Decimos que una matriz (2 3] 1 (—1 3]
L AT=

Operaciones con Matrices

Entre las operaciones mas sencillas podemos encontrar las siguientes:

Suma de Matrices

La suma de dos matrices A = (a;)mxn y B = (b;)pxq de la misma dimensién
(equidimensionales) : m =p y n =q esotra matriz C = A+B = (c;)mxn = (a;+by)
Az{ﬂn 912 ﬂn} . B= [5’11 by %3}
o) day diag ’ by By by
i, + 4 + o5 +
A+B=[ nthy ety g blE]
G thy dptly aptiy

PeF.

ﬁ_[z -3 5]_3_[1 0 2]
LT TS Ry S A T S

[ J
.I.'I:"J. B

Producto de dos matrices cualesquiera.

Definicién: Sean A una matriz de orden mxn, y B una matriz de orden nxp,
Entonces el producto de las matrices A y B es otra matriz C de orden mxp

donde cada elemento CE-‘J' es el producto del renglén i de A por la columnaj de

B, esto es:



C:’_r':AI'B_r':a i N N N I S N D

1=y 2727 ' R
N
a1 a1z - Ain b bz 13'11:-
asz iz e daz b b b
A _ n B _ 21 22 ip
Ami dAm2 - Qmn Y bnl bn2 brlp

o)

A]' B] A Bg Al'
Az'Bl AE'BQ ﬁkg' o

o

Obsérvese que para poder efectuar el producto AB es necesario que el niumero
de columnas de la matriz A coincida con el nUmero de filas de la matriz B. Esto

implica que, en general, si existe el producto AB no necesariamente tiene por
qué existir BA. Sin embargo, si las matrices son cuadradas y del mismo orden,

siempre existen AB y BA.

Ejemplo:
3 2 5
1 7 0

Métodos directos

12+124+10 27+2+40 ) (34 69
| 46 16

9
1 =
g 4+42+0 9+7+0

[ = S

Los métodos directos de resolucién de sistemas lineales de ecuaciones son
aquellos que permiten obtener la solucidn después de un numero finito de
operaciones aritméticas. Este numero de operaciones es, obviamente, funcion
del tamano de la matriz.

En el cuadro siguiente se presenta un esquema con la clasificacién de los
procedimientos de calculo mas caracteristicos.

Clasificacion de los métodos directos

» Matriz Diagonal, 4 =D

e  Sistemas con solucion inmediata » Matriz Triangular Superior, A = U




» Matriz Triangular Inferior, A =L

e Métodos de Eliminacion > Método de Gauss

Y

Método de Gauss-Jordan

Método de Doolittle, 4 = LU

Método de Crout, A = LU

e Métodos de Descomposicion Método de Cholesky, 4 = L.L"

Descomposicion generalizada, A=L.D.L"

YV [V |V |V |V

Método de Thomas (A4 Tridiagonal)

2.7. Inversion de una matriz*

Sea A una matriz cuadrada no singular, es decir, que su determinante sea diferente de cero,

A] = 0
A_l

es la inversa de A si:

. Por definicion de matriz inversa, se tiene que

AsA™l =1 @3

_ -1
Haciendo X=A y sustituyendo en la ecuacién anterior, se obtiene
AX=1I (14)

Puede considerarse que esta ecuacion matricial representa un sistema de ecuaciones simultaneas,
en donde no hay un solo vector de términos independientes sino n, los n vectores basicos que
forman la matriz unitaria I. Ademas, no existe un solo vector de incognitas, sino n, los que
corresponden a cada columna de la matriz unitaria.

Por lo anterior, es posible determinar la inversa de una matriz con el método de Gauss-Jordan de
eliminacién completa. Para lograrlo, bastard con aplicar las operaciones elementales sobre los

4 Universidad Auténoma Metropolitana
Meéxico
Departamento de Sistemas

Responsable del Proyecto
Lourdes Sanchez Guerrero Isg@luda.uam.mx




renglones de la matriz ampliada (A, I) de manera de transformar A en I. Cuando se haya hecho,

@A™

se obtendra la matriz ampliada , con lo que se tendra la inversa buscada.

EJEMPLO
Invertir la matriz
1 —6 2
A= 2 -2 -1
1 -3 -5
Auméntese la matriz de coeficientes con una matriz identidad
1 -6 2,1 0 0
I
(ALD=| 2 -2 -1' 0 1 0
1 -3 =510 0 1

Usando a1l como pivote, el renglon 1 se normaliza y se usa para eliminar a X1 de los otros
renglones.

1 -6 2/ 1 0 0
|

0 10 -5'-2 1 0

0 3 -71-1 0 1

En seguida, se usa a22 como pivote y X2 se elimina de los otros renglones.
r 1 3
1 0 -1)-% % 0
|
[
0 1 -Yi-U yo O
- 1 . 2 - 3
0 0 Wil-% -3 1

Finalmente, se usa a33 como pivote y X3 se elimina de los renglones restantes:

1 0 Oi'T/SIS 3ﬁ55 '%1
LA™ =] 0 1 0i-% X% -4
0 0 Ly % 2% - %

Por lo tanto, la inversa es:

= %5 3655 = 2/111
A_l = |- %5 %5 - %1
Vs Ms o - Y

Se puede resolver un sistema de ecuaciones con la inversa de la matriz de coeficientes, de la
siguiente manera:

X = A7lC

donde C es el vector de términos independientes.




Comparando ambos métodos, es evidente que € método de inversién de matrices no es préactico para la
solucién de un sdlo conjunto (o dos o tres conjuntos) de ecuaciones simultaneas, porque la cantidad de
cédculos que intervienen para determinar la matriz inversa es muy grande. Sin embargo, si se desea resolver
20 conjuntos de 10 ecuaciones simultaneas que difieren Unicamente en sus términos independientes, una
matriz aumentada que contiene 20 columnas de constantes (que se utilizarian en el método de eliminacion)
seriadificil de reducir, y se podria usar con ventaja el método de inversiéon de matrices.

2.8. Descomposicion Lu

Factorizacion de matrices (A = LU)
Método de Doolittle
Programado en Java

El programa factoriza matrices de la forma:

[A] = [L][U]
para matrices cuadradas (N por N), utilizando para ello el siguiente algoritmo:

Inicia con el primer renglon de [U],
w ;=ay;, fori=L2, ... .. N,
Luego continua con la primera columna de [L],
li1=a;1/my forj=2,.. . ,N;
Para el resto de los renglones y columnas:
fori=1, 2, ..., N:
Determinar el n™ renglén de [U],

n—1

' ”I?,f = aﬂ,f - Z Zn,]\-”kj for i = ?’?,,,,,f\:"_
k=1

Determinar la n™ columna de [L],




n—1
]j.n =\ Byp™ Z fj.;’c“f\‘.n
k=1

PRI

for J =t Lyeu Vg commmsi until V'

2.9. Determinantes’

Notacién matematica formada por una tabla cuadrada de nimeros, u otros elementos, entre dos
lineas verticales; el valor de la expresion se calcula mediante su desarrollo siguiendo ciertas reglas.
Los determinantes fueron originalmente investigados por el matematico japonés Seki Kowa
alrededor de 1683 y, por separado, por el fildsofo y matematico aleman Gottfried Wilhhelm Leibniz
alrededor de 1693. Esta notacion se utiliza en casi todas las ramas de las matematicas y en las
ciencias naturales.

5Nakamura, Shoichiro.

Métodos numericos aplicados con software.
México.

Prentice may, 1994.

http://www.terra. rsonal2/j tdeterminantes.htm




El determinante es un nimero importante asociado con toda la matriz cuadrada.

Un conjunto no homogéneo de ecuaciones lineales no tiene una solucion Unica, a menos que el
determinante de la matriz de coeficientes sea distinto de cero. Por otro lado un conjunto
homogéneo de ecuaciones lineales tiene mas de una solucion solo cuando el determinante es igual
a cero. Hay muchas ocasiones en las que es necesario evaluar el determinante de una matriz.

El determinante de una matriz A de orden N se denota por det (A) y se define como:

wea &= (&) unamatriz cuadrada de orden n, se define el determinante de & como

Det &= > g[S 8001y - B20rz) - Pt

weEFemm taciones de oxden n

Donde la suma se hace sobre todas las permutaciones de los primeros subindices de a, y (+-) toma
el signo mas si la permutacion es par y menos si la permutacién es impar.

Para una matriz de 2 * 2, el determinante de A se calcula como.

A %
X = ayray —dndy
o Ao

En el caso de tres filas por tres columnas:
g Ty, =
By =,




Propiedades de los determinantes.
10 El determinante de una matriz es igual al determinante de su matriz transpuesta :

20 Sj los elementos de una fila (columna) de una matriz se multiplican por un nimero, el
determinante de la matriz queda multiplicado por dicho nimero.

30 si los elementos de una fila (columna) de una matriz se pueden descomponer en dos sumandos,
su determinante es igual a la suma de dos determinantes que tienen iguales todas las filas
(columnas) excepto dicha fila (columna) cuyos sumandos pasan, respectivamente, a cada uno de
los determinantes:

40 E| determinante de un producto de dos matrices cuadradas coincide con el producto de los
determinantes de ambas matrices:

det(A - B) = det(A)- det(B)

59 Si en una matriz cuadrada se permutan dos filas(columnas), su determinante cambia de signo.
6° Si los elementos de una fila (columna) de una matriz cuadrada son combinacion lineal de las
filas (columnas) restantes, es decir son el resultado de sumar los elementos de otras filas
(columnas) multiplicadas por nimeros reales, su determinante es cero.

70 Si a los elementos de una fila (columna) de una matriz cuadrada se le suma una combinacion
lineal de otras filas (columnas), su determinante no varia.

Menor complementario de un elemento 3
El menor complementario de un elemento de una matriz cuadrada es el determinante de la mat. ..
que obtenemos al suprimir su fila y su columna. Lo representamos por Mj;.

Ejemplo: Hallar el menor complementario del elemento az3 en la matriz :

1 2 = I -
2L 2| = Mp=|, |=4-6=-2
3 4|8

Adjunto de un elemento
Es el menor complementario con signo positivo o negativo segln sea par o impar la suma de su
numero de fila y su nimero de columna. Lo representamos por Aj;




Desarrollo de un determinante por los elementos de una linea.

El determinante de una matriz es igual a la suma de los productos de los elementos de una linea
(fila o columna) por sus adjuntos.

Esta propiedad nos permite resolver determinantes de cualquier orden, puesto que al desarrollar
por una linea, los determinantes que tenemos que calcular son de orden menor en una unidad y
asi, siempre podremos llegar a un determinante de orden 3, que ya sabemos calcular.

Para desarrollar por una linea es importante elegir la que mas ceros tenga y utilizando la propiedad
n° 7, hacer ceros todos los elementos de esa linea menos uno.

4




Ejemplo:

2 -1 3 1

-1 3 1 -2
1 2 0 -2
1 2 2 -1

lo mas comodo es desarrollar por la 33 columna, haciendo en ella todos los elementos cero, menos
el segundo. Es importante recordar aqui, que si multiplicamos la linea a la que sumamos la
combinacion lineal de las demas por un nimero real, el determinante queda multiplicado por ese
numero.

Para hacer ceros, procedemos asi:

E A T T S . S S T/ B o -
AR N T T T T N = I
E O - R R B R e
Alv 22 o n-n3 -2 0 3

El determinante de tres por tres que queda, sabemos como desarrollarlo. Se puede comprobar
como haciendo ceros los elementos de una linea, sélo tenemos que calcular un determinante de
tres por tres, los demas desaparecen al estar multiplicados por cero.



2.10. Problemas mal condicionados

La obtencion de la solucién depende de la condicién del sistema. En sentido matematico, los
sistemas bien condicionados son aquellos en los que un cambio en uno o mas coeficientes provoca
un cambio similar en la solucién. Los sistemas mal condicionados son aquellos en los que cambios
pequeiios en los coeficientes provocan cambios grandes en la solucion.

Ejemplo: Resolver el siguiente sistema compatible determinado

r+y+z=11
Zx—y +z =5
x4+ 2y+z=24
1y 1 111 1 1 11 1 1
2 -1 11 5|=|0 3 -1i-17 || 0
3 02 1,24 0 -1 -2 -? 0

x+y+z=11

R o Sz=10 | —y—4=-9 | x4+ 5+2 =11
—y— A= fe’) 1 1
7 =3 =3

5z=10

Método de Cramer (por determinantes)

Es aplicable si el sistema tiene igual nimero de ecuaciones que de incognitas n=m vy el
determinante de la matriz de coeficientes es distinto de cero. Es decir, un sistema de Cramer es,
por definicién, compatible determinado y, por tanto, tiene siempre una solucién Unica.

El valor de cada incognita xi se obtiene de un cociente cuyo denominador es el determinante de la
matriz de coeficientes, y cuyo numerador es el determinante que se obtiene al cambiar la columna i
del determinante anterior por la columna de los términos independientes.

Ejemplo:

Resolver el siguiente sistema compatible determinado

-y

Jm LN e

e

LN RS W I

Es aplicable si el sistema tiene igual nimero de ecuaciones que de incognitas n=m vy el
determinante de la matriz de coeficientes es distinto de cero. Es decir, resuelve sistemas
compatibles determinados (no-homogéneos).

Sean A y B dos matrices de mxn y se supone que AB=BA=I

Entonces B su llama la inversa de A y se denota por A-1, entonces: A A-1=A-1.A=1




Si una matriz es invertible entonces su inversa es Unica

Para encontrar la inversa de una matriz cuadrada se debe:

Se debe escribir la matriz aumentada (A | I)

Se utiliza la reduccion por renglones para poner a la matriz A en su forma escalonada reducida por
renglones

Se decide si A es invertible

Si la forma escalonada reducida por renglones de A es la matriz Identidad, entonces A-1 es la
matriz que se tiene a la derecha

Si la reduccion de A conduce a un rengldén 0 a la izquierda de la barra vertical entonces A no es
invertible

Es posible determinar la inversa de una matriz con el método de Gauss-Jordan de eliminacion
completa. Para lograrlo, bastara con aplicar las operaciones elementales sobre los renglones de la
matriz ampliada (A, I) de manera de transformar A en I. Cuando se haya hecho, se obtendra la

-1
matriz ampliada (I’ A ) , con lo que se tendra la inversa buscada.
Propiedades de la matriz inversa.
1) La inversa de la matriz inversa vuelve a ser la matriz A, esto es:
(A1)-1=A
2) La transpuesta de la inversa es la inversa de la transpuesta:
(Ab)-1 = (A-1) t
3) La inversa de un producto es el producto de las inversas cambiando el orden:
(AB)-1 = B-1.A-1
4) La inversa de la potencia k-ésima es la potencia k-ésima de la inversa:
(Ak)-1 =(A-1)k
5) En una matriz A cuadrada de orden n se tiene que:
A es inversible si y solo si: det(A) 1 0 o lo que es lo mismo : rango(A) = n

2.11. Solucion de n ecuaciones con m incégnitas

Dado un sistema de "m" ecuaciones con "n" incognitas se trata de obtener un sistema equivalente cuya 12
ecuacion tenga n incognitas, la segunda n-1, la tercera n-2, y asi sucesivamente hasta llegar a la Ultima
ecuacion, que tendra una sola incégnita. Hecho esto, resolvemos la Ultima ecuacidn, a continuacion la
penditima, y asi hasta llegar a la primera. Es decir, e método de Gauss consiste en triangular la matriz de
coeficientes. Para resolver un sistema de ecuaciones por este método y por otro se utiliza un a matriz
aumentada, pero ¢que es una matriz aumentada? Una matriz aumentada es un arreglo que permite resolver un
sistema de ecuaciones lineales. En lugar de escribir el sistema en cada paso de la eliminacion gaussiang solo
se escribe €l arreglo de nimeros que muestran los coeficientes y los niimeros independientes. La matriz
aumentada de m ecuacionesy n variables eslasiguiente:

"
!
”
ot

Yo

1",
il

Para resolver un sistema de ecuaciones empleando la matriz aumentada se realizan | as siguientes operaciones.
Intercambio de renglones

Multiplicar cualquier rengldn de la matriz por un nimero diferente de O

Sustituir cualquier rengldn por € resultado de sumar el mdltiplo de cualquier otro renglén.

A laaccion de aplicar estos pasos a la matriz aumentada se e conoce como reduccion de renglones y esto a su
vez |e permite obtener una matriz escalonada reducida.

DESVENTAJAS DEL METODO DE ELIMINACION




DIVISION ENTRE CERO. Una de sus desventajas es que durante el proceso en las fases de eliminacion y
sustitucion es posible que ocurra una division entre cero. Se ha desarrollado una estrategia del pivoteo para
evitar parcia mente estos problemas. Esta se dejacomo investigacion a alumno.

ERRORES DE REDONDEO. La computadora maneja las fracciones en forma decimal con cierto nimero
limitado de cifras decimales, y a mangjar fracciones que se transforman a decimales que nunca terminan, se
introduce un error en lasolucion de la computadora. Este se llamaerror por redondeo.

Cuando se va a resolver solamente un pequefio nimero de ecuaciones, €l error por redondeo es pequefio y
generalmente no se afecta sustancialmente la precisién de los resultados, pero s se van a resolver
simultdneamente muchas ecuaciones, el efecto acumulativo del error por redondeo puede introducir errores
relativamente grandes en la solucion. Por esta razén el nimero de ecuaciones simultaneas que se puede
resolver satisfactoriamente con e método de eliminacion de Gauss, utilizando de 8 a 10 digitos significativos
en las operaciones aritméticas, se limita generalmente a 15 o 20.




3. Interpolacion

3.1. Objetivo particular
El alumno aprendera a evaluar con diferentes metodos y segln sus necesidades.

3.2. Introduccion

Muchas veces, de una funcion sélo conocemos un conjunto de valores. Esto puede suceder, por
ejemplo, porque son los resultados de un experimento gobernado por una ley que desconocemos.
Si queremos calcular el valor de la funcion para una abscisa diferente de las conocidas, debemos
utilizar otra funcion que la aproxime y, naturalmente, el valor que obtengamos sera una
aproximacion del valor real. También puede suceder que sepamos la expresion analitica de la
funcion, pero sea lo suficientemente complicada como para calcular aproximaciones a los valores
de la funcion a partir de otros ya conocidos.

Existen varias formas de hacer esto, pero la mas sencilla y una de las mas utilizadas es la
interpolacion, que consiste en construir una funcion que pase por los valores conocidos (llamados
polos) y utilizar ésta como aproximacion de la funcidén primitiva. Si se utilizan polinomios como
funciones de aproximacion, hablamos de interpolacion poli ndmica.

Si la abscisa para la que queremos encontrar un valor aproximado de la funcion se encuentra fuera
del mayor intervalo definido por las abscisas de los polos, se dice que estamos haciendo
extrapolacion.

Siempre que se utiliza un valor aproximado se esta cometiendo un error. El estudio del error queda
fuera de los limites del curso al que esta dirigido esta unidad didactica.

3.3. Interpolacion lineal

Esta interpolacion es la base para varios modelos numéricos fundamentales. Al integrar la
interpolacion lineal, se define el modelo de integracién llamado regla del trapecio. El gradiente de la
interpolacion lineal es una aproximacion a la primera derivada de la funcion.

La interpolacion lineal da como resultado una recta que se ajusta a dos puntos dados. La
interpolacion lineal esta dad por:

9(x)= (b-x/b-a)(f(a))+(x-a/b-a)(f(b))

Donde f(a) y f(b)son valores conocidos de f(x) en x=a y x=b respectivamente.




f(x)
y g(x)

De este método podemos concluir:

- Por interpolacion lineal se obtiene una recta que se ajusta a dos datos dados

- Si el signo de f(x) no cambia en a menor o igual que x y x menor o igual que b, el error
maximo de una interpolacién lineal aparece aproximadamente en el punto medio y su
magnitud es proporcional a la segunda derivada de la funcién aproximada.

3.4. Formula de interpolacion de lagrange
Nuevamente tenemos los datos :

x x|

» by

=

El polinomio de interpolacion de Lagrange se plantea como sigue:

F(x) = Yoo (2) + 21 (2 =+ 34, (%)




Donde los polinomios I; (x) se llaman los polinomios de Lagrange, correspondientes a la tabla de
datos.

Como se debe satisfacer que P(Xp)=Yy, esto se cumple silg(Xg)=1y li(X)=0 paratodai# 0
Como se debe satisfacer que P(x1)=y1 esto se cumple si l1(x1)=1 y li(x1)=0 paratodai # 1.
Y asi sucesivamente, veremos finalmente que la condicion P(Xn)=yn esto se cumple si Ih(xn)=1
y li(xx)=0 paratodai # n.

Esto nos sugiere como plantear los polinomios de Lagrange. Para ser mas claros, analicemos
detenidamente el polinomio lg(x) . De acuerdo al analisis anterior vemos que deben cumplirse las
siguientes condiciones para ly(x):

lo(X0)=1 y lo(x;)=0, paratodaj # 0.

Por lo tanto, planteamos ly(x) como sigue:
Lix)=elx—nllx—x)-(x-z,)

Con esto se cumple la segunda condicion sobre lg(x). La constante ¢ se determinara para hacer
que se cumpla la primera condicion:

hirgl= 1= 1=clm - m )z - x)-(x - x,)
1

DR P Iy

Por lo tanto el polinomio 10(x) queda definido como:

(o) o =)= 1){xm

(xu - XJEXD - xz:l"'(xn - x:'e:l

Analogamente se puede deducir que:

H (x - x,)
L)

H (xj - x:')

- para j=1,...,n




Ejemplo Calcular el polinomio de Lagrange usando los siguientes datos:

Tenemos que:

Fx) = wpdy (x) + onfy (x) + nd (20 + pad; (x)

Fx)==ay(x) +i(x) + 2l (x) = 35(x)

donde:

(x—3)x —3)x—T) _ x-3Ax-Nx—7)

LA o —
L(x) = (x—Dix—0(x-"0 _ (x—1Dix—Sx=7
@(2)-4) =
L (x) = G-DE-H-7) _ E-DE-3E-T)
’ (A2 T
LX) = (x—Nix-3)x—25) _ (x = Dix—Dlx—5)
3 ©@)2) e

Sustituyendo arriba, el polinomio de Lagrange queda definido como sigue:

(x - Hix - 5;.(;;—?)} N [(x—l)(x— x - ?)}_ [ (x - Dix—3ix- 7)} _[ (x - Bz —3)(x— 5:1}
24 16 ] 16

ftx]=[



3.5. Interpolaciones de newton hacia delante y hacia atras en puntos con igual
separacion®

3.5.1. INTERPOLACION DE NEWTON HACIA DELANTE

Laformulade interpolacion de Newton hacia delante que pasapor k+1 puntos, fo, f1, f2,..., fk, se escribe
como

k
9(x) = g(x0+ sh) = Z(i)l”fo
n=0

Esta ecuacion es un polinomio de orden yaque (—) esun polinomio de orden ny su maximo orden es k.
n

los primeros m+1 términos de la ecuacion forman un polinomio de interpolacion de orden m gjustado alos
m+1 puntosen X, X; X, ..., X,, . De lamismaforma, los primeros m+2 términos forman un polinomio de

interpolacién de orden m+1 gjustado a m+2 puntos. Asi el orden de un polinomio de interpolacién se puede
cambiar facilmente modificando el nimero de diferencias.

« METODOS NUMERICOS APLICADOS

SHOICHIRO, NAKAMURA
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3.5.2, INTERPOLACION DE NEUTON HACIA ATRAS

Lainterpolacion de Newton hacia atrés es otra formula dentro del uso frecuente y se escribe en términos de
las diferencias haciaatrasy |os coeficientes binomiales. Consideremos puntos con igual separacion

Xo X_q X_p +-.y X_; CON UN espacio constante igual a
h=X =X

Las diferencias hacia atrés se definen como

Ver f (Diferencia hacia atrés de orden cero)
Vi_f -1, (Diferencia hacia atras de orden uno)
V2f =Vf —-Vf ) (Diferencia hacia atrés de orden dos)

3, _\72 2 i i i =
Ve =V?f-V?f (Diferencia hacia atras de orden tres)

Vkﬁ = Vk_lfl. —Vk_l_}f_l (Diferencia hacia atréas de orden k)

También se puede desarrollar unatabla de diferencias hacia atras.
Los coeficientes binomiales que se utilizan en las interpol aciones son:

{s+n - j 1
=—(s+n-D(s+n-2)..(s+1s
n n!

Lainterpolacion de Newton hacia atras gjustada alos puntosen x = x,,X = X_,,X = X_, Seescribe como
k(s+n -1
g(x)=g(x, +sh) =) ", —k<s<o
n=0 n '
Unarelacion de equivalencia entre la diferencia hacia delante y la diferencia hacia atras esta dada por

V=N,
Por lo tanto, la ecuacion se puede expresar en términos de las diferencias hacia delante como

k _
g(x):Z[S+n nlJA”fin,—kﬁssO
n=0




3.6. Interpolacion con raices de chebystev

La interpolacion dcon raices de chebystev, es una tecnica que se deriva de la la tecnica de
aproximacion de Padé, excepto que cada termino x* en la aproximacion de Padé se remplaza por el
polinomio de Chebyhsey de k-ésimo grado.

3.7. Polinomios de interpolacion de Hermite

Los polinomios osculantes son una generalizacion de los polinomios de Taylor y de los polinomios
de Lagrange. Estos polinomios osculantes son considerados como un caso especial a los cuales se
les denomina polinomios de Hermite.

3.8. Interpolacion en dos dimenciones

Dados n+1 datos:
X x| A e
.J‘| Y

X

D

El polinomio de interpolacion de Newton se define de la siguiente manera:

f(x) =&y ‘Hﬁ(x_ xu)"'bz(x_ xn)(x_xl)"‘"""f’x(x_ x,:,)(x - xl)"'(x_ xx—l)

donde :
By = f(xn)
B = flx.x%]

Para calcular los coeficientes by, by,..., b, €s conveniente construir una tabla de diferencias
divididas como la siguiente:



Obsérvese que los coeficientes del polinomio de interpolacion de Newton, se encuentran en la parte
superior de la tabla de diferencias divididas.

Ejemplo Calcular la tabla de diferencias divididas finitas con los siguientes datos:

Y utilizar la informacion de dicha tabla, para construir el polinomio de interpolacion de Newton.

Procedemos como sigue:

= o T
| |
r -
- n
n L - | |

Por lo tanto el polinomio de interpolacion de Newton es :

A = A+ 2x+2) - 0.25(x+ 2)(x+ D — 0.3(x+2)(x +D(x - 2)




3.9. Extrapolaciones

La extrapolacion es utilizada cuando de desean calcular valores, los cuales se encuentran fuera del
intervalo del cual se tiene informacion, donde los valores a extrapolar pueden estar a la derecha o

izquierda del intervalo.

X

6

8

9

3
y 6

13

16

19

Supongase que se desea conocer el valor de x=10, como se sale del intervalo este valor vendria

siendo una extrapolacion.




4. Ecuaciones no lineales

4.1. Objetivo particular

El alumno podra calcular raices de diferentes funciones eligiendo la metodolgia que mas le
convenga.

4.2. Introduccion’

Con frecuencia se tienen que estimar valores intermedios entre valores conocidos. El método mas
comun empleado para este propdsito es la interpolacion polinomial.
Recuerdese que la férmula general de un polinomio de n-ésimo orden es:

fiX) =a;+ a; X +a,X*+ ... +a,X"

Para n + 1 puntos, existe uno y solo un polinomio de n-ésimo orden o menor que pasa a través
de todos los puntos. Por ejemplo, hay solo una linea recta (es decir un polinomio de primer orden)
gue conecta dos puntos. El polinomio de interpolacion consiste en determinar el Unico polinomio de
n-ésimo orden que se ajusta a los n + 1 puntos dados. Este polinomio proporciona una férmula
para calcular los valores intermedios.

Aunque existe uno y sélo un polinomio de n-ésimo orden que se ajusta a los n + 1 puntos,
existen una gran variedad de formulas matematicas mediante las cuales se puede expresar este
polinomio. En esta unidad se estudian dos técnicas alternativas que estan bien condicionadas para
implementarse en una computadora. Estos son los polinomios de Newton y de Lagrange.

4.3. Metodo de Biseccion
Para este método debemos considerar una funcion continua dentro de un intervalo [a,b] tal que

f(a) tenga diferente signo f(a)*f(b) <0.

El proceso de decision para encontrar la raiz consiste en dividir el intervalo [a, b]a la mitad ¢ =
(a+b)/2 y luego analizar las tres posibilidades que se pueden dar.

1.- Si f(a) y f(c) tienen signos opuestos, entonces hay un cero entre [a,c].
2.- Si f(c)y f(b) tienen signos opuestos, entonces, hay un cero en [a,b].
3.- Si f(c) es igual a cero, entonces c es un cero.

4.4. Metodo de falsa posicion y el metodo de la falsa posicion modificado

Una de las razones de la introduccion de este método es que la velocidad de convergencia del
método de bisecciones es bastante baja. En el método de biseccion se usa el punto medo del
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intervalo [a,b] para llevar a cabo el siguiente paso. Suele conseguirse una mejor aproximacion
usando el punto (¢,0) en el que la recta secante L, que pasa por los puntos [a, f(a)]y [b, f(b)].

En la figura se puede ver como funciona el método. En esta figura en azul esta la funcién de la cual
queremos calcular el cruce por cero y en negro dos lineas rectas que aproximan la solucion.

Convergencia del Metodo de Regula Falsi

0.3

0.25

0.2

0.15

0.1

0.05

fx)

-0.05

-0.1

-0.15

-0.2

Para calcula la ecuacion de la linea secante hacemos

p: = [a, f(@)]
p2 = [b,f(b)]

y sustituimos en la ecuacion de la linea recta.
y—fa) = (f(b)-f(a))*(x-a)/(b-a)

El cruce por cero de esta ecuacion esta en

¢ =a-fla)(b-a)/(f(b) - f(a))

Entonces el método de bisecciones puede ser modificado, en lugar de calcular ¢ = (a+b)/2
hacemos ¢ = a — f(a)*(b-a)/(f(b) — f(a)) y aplicamos las mismas tres reglas de la biseccion.

4.5. Metodo de newton®

Si tenemos una funcion f(x) continua y cerca de una raiz p. Si la derivada f(x) existe, entonces
puede utilizarse para desarrollar algoritmos que produzcan sucesiones {pk} que converjan a p mas
rapidamente que los algoritmos de biseccion.

Consideremos el caso de una funciéon como la que se muestra en la figura.

8 http://scfie.fie.umich.mx/~cal deror/M numericos/indice.htmi




Dos iteraciones del método de Newton.

En estas figuras se muestra dos iteraciones del método. En la figura de la izquierda mostramos la
linea recta que es tangente a la funcion f(x) (en negro), note que la linea recta cruza el eje x en x
= 1. A la derecha tenemos la segunda iteraciéon tomando como valor inicial x=1. Note como poco a
poco se acerca a la solucion.

La sucesion que nos lleva a la solucion esta dada por los puntos {p,, p, P ..., b La pendiente de
la linea recta es

m = (0-f(po))/(P1 — po)

Por otro lado sabemos, del calculo diferencial, que la pendiente de la linea tangente a una funcion
es la primer derivada valuada en ese punto. Asi:

m = ()

Uniendo las ecuaciones tenemos

fpo) = (0 = f(Pd))/(P1 = Pd)




P1= Po - f(po)/ (o)

De manera iterativa podemos hacer
p>=p; - f(p)/ f(p:)
ps= pz - f(p2)/ f(p2)

Prr1= P - f(p )/ F(p)

4.6. Metodo de la secante

Un problema en la implementacion del método de Newton-Raphson es el de la evaluacién de la
derivada. Aunque esto no es un inconveniente para los polinomios y para muchas otras funciones,
existen algunas funciones cuyas derivadas pueden ser en extremo dificiles de evaluar. En estos
casos, la derivada se puede aproximar mediante una diferencia finita.

Sx)- fla)

X=Xy

fi(x)=

Sustituyendo esta aproximacion en la formula de Newton, tenemos la formula del método de la
secante.

4.7. Metodo de sucesion sucesiva®

El método de las aproximaciones sucesivas es uno de los procedimientos mas importantes y mas
sencillos de codificar. Supongamos la ecuacion

Jix)=10

donde f(x) es una funcién continua que se desea determinar sus raices reales. Se sustituye f(x) por
la ecuacion equivalente

x=gpi(x)

Se estima el valor aproximado de la raiz xp, y se sustituye en el segundo miembro de la ecuacion
para obtener x;.

xp = i)

9 Codigo fuente

" BFcuacion.java Funcionl.java, Funcion2.java, EcuacionAppl.java




Poniendo x; como argumento de [Jx), obtendremos un nuevo nimero X, Yy asi sucesivamente. Este
proceso se puede sintetizar en la formula.

Ky = PlX) (=12 .0
Si esta secuencia es convergente es decir, tiende hacia un limite, la solucion [ es
o= i x,
R—Fw

El método de iteracion se explica geométricamente mediante el grafico de la figura. Se dibuja la
curva y=[J(x), y la recta y=x, bisectriz del primer cuadrante. La abscisa [7 del punto de
interseccion es la raiz buscada.
Un ejemplo tipico es la de encontrar la raiz de la ecuacion
x=cos(x)
Para encontrar la raiz, se comienza en el punto cualquiera de abscisa x, dentro del intervalo (0,
/2), y se traza la linea vertical hasta que interseca la curva, luego, desde este punto, se traza una
linea horizontal hasta que se alcanza la recta bisectriz, este punto tendra por abscisa x;. Se traza
de nuevo, una linea vertical hasta encontrar a la curva, y otra linea horizontal hasta encontrar la
linea recta, el punto de interseccion tiene de abscisa x: , y asi sucesivamente. Como podemos
apreciar en la figura, la sucesion x;, xz, x... tiende hacia la raiz [J de la ecuacion buscada.
Tal como nos sugiere la representacion grafica de la funcién en la figura, la raiz buscada esta en el
intervalo 0a COOJ. Tomamos una aproximacion inicial a la raiz x; en dicho intervalo y aplicamos la
formula (1), su codificacion no presenta grandes dificultades.

double x=0.5;

while(true){

x=Math.cos(x);

by

La condicion de finalizacion

Primero, introducimos el valor inicial x la primera aproximacion, calculamos el valor del coseno de
x, el valor devuelto (segunda aproximacion), lo guardamos de nuevo en la variable x, y repetimos
el proceso indefinidamente. El codigo aunque correcto, necesita terminarse en algin momento,
cumpliendo una determinada condicion. Cuando el valor absoluto del cociente entre la diferencia de
dos términos consecutivos de la sucesion y uno de los términos, sea menor que cierta cantidad [J

Al Ay )

Apdl




Este criterio, no es completamente riguroso, pero es un buen punto de partida para el estudio de
este método. Volvemos a escribir el cddigo incluyendo la condicidon de terminacion y dentro de una
funcion denominada raiz, a la que se le pasa el valor inicial y que devuelve la raiz buscada

final
En primer lugar, fijamos el valor de la constante [0 0 ERROR. Introducimos la primera
aproximacion a la raiz, y la guardamos en la variable xp, calculamos su coseno y obtenemos la
segunda aproximacion, la guardamos en la variable x;. Verificamos si se cumple la condicion de
terminacion. En el caso de que no se cumpla, x, toma el valor de x; y se repite el proceso. En el
momento en que se cumpla la condicién de terminacién, se sale del bucle y la funcién devuelve la
raiz buscada. Como podemos observar las variables x,y x; guardan dos términos consecutivos de
la sucesion que tiende hacia la raiz de la funcion.

La clase que describe el procedimiento

Queremos que el procedimiento numérico sea independiente de la funcion f(x) cuya raiz deseamos
averiguar. Para ello, creamos una clase base abstracta denominada Ecuacion con una funcién
miembro raiz que defina el procedimiento numérico, y que deje sin definir la funcion f(x),
declarandola abstracta, dejando a las clases derivadas de Ecuacion la definicién de la funcion f(x)
particular. Creamos objetos de las clases derivadas y llamamos desde ellos a la funcién raiz que
describe el procedimiento numérico

En las dos primeras llamadas a la funcién raiz comprobamos que la solucién buscada no depende
del valor inicial de partida xg, que en el primer caso es 0.5 y en el segundo caso es 0.9.

El criterio de convergencia

No todas las ecuaciones pueden resolverse por este método, solamente si el valor absoluto de la
derivada de la funcién [J(x) en la vecindad de la raiz [7 es menor que la unidad (la pendiente de la
recta bisectriz del primer cuadrante es uno). En la figura, podemos ver como es imposible
encontrar la solucién marcada por un puntito negro en la interseccion entre la curva y la recta
bisectriz del primer cuadrante, ya que la sucesion xdiverge.

Por ejemplo, la ecuacion

fix=x-x-1=0

tiene una raiz en el intervalo (1, 2) ya que f{(1)=-1<0Yy f(2)=5>0. Esta ecuacion puede escribirse
de la forma

x=zx"-1




En este caso,

wxy=x" -1 Vi gHx) = 3

y por tanto,

plix =3 para 1Z2x=2

en consecuencia, no se cumplen las condiciones de convergencia del proceso de iteracion. Si
escribimos la ecuacion en la forma

como podra verificar facilmente el lector, cumple las condiciones de convergencia, obteniéndose
rapidamente un valor aproximado de la raiz buscada.

Ejemplos
Resolver por el método de aproximaciones sucesivas las siguientes ecuaciones. Primero hay que

ponerlas de la forma x=f(x).
2

lnzx=4-x
1
=
COSX
P =gnx

4.8. Metodo de Bairstow

El método de Bairstow es un proceso iterativo relacionado aproximadamente con los métodos de
Miiller y Newton—Raphson. Recuérdese la forma factorizada de un polinomio, ej:

Si se divide entre un factor que no es una raiz (por ejemplo, ), el cociente podria ser un polinomio
de cuarto orden. Sin embargo, en este caso, podria haber residuo.

Con estas bases se puede elaborar un algoritmo para determinar la raiz de un polinomio: 1)
suponiendo que el valor inicial de la raiz es , 2) al dividir el polinomio entre el factor , y 3)
determinando si existe un residuo. Si hay un residuo, el valor puede ajustarse en forma sistematica
y el procedimiento repetirse hasta que el residuo desaparezca y la raiz sea localizada.

El método de Bairstow se basa por lo general en esta aproximacion. El proceso matematico
depende de dividir el polinomio entre un factor. Por ejemplo, el polinomio general

Puede dividirse entre el factor para producir un segundo polinomio que dé un orden mas bajo, con
un residuo, donde los coeficientes son calculados por la relacion de recurrencia.

paraa0

Obsérvese que si t fue una raiz del polinomio original, el residuo b0 seria igual a cero.

Para permitir la evaluacion de raices complejas, el método de Bairstow divide el polinomio entre un
factor cuadratico . El resultado es un nuevo polinomio con un residuo

Como con una division sintética normal, la simple relacion de recurrencia puede usarse para realizar
la divisién entre un factor cuadratico:

paraa0

El factor cuadratico se introduce para permitirla determinacion de las raices complejas.

Los cambios, y , necesarios para mejorar nuestros valores iniciales se pueden estimar por medio
de:




Bairstow muestra que las derivadas parciales pueden obtenerse por division sintética de las b en
forma similar al camino en el cual las b en si mismas fueron derivadas:

paraa0

Entonces, las derivadas parciales se obtienen por division sintética de las b. Asi, las derivadas
pueden sustituirse en las ecuaciones anteriores junto con las b para dar:

Estas ecuaciones pueden resolverse para y , las cuales pueden emplearse para mejorar los valores
iniciales de r y s. en cada paso, el error aproximado en r y s puede ser estimado como en

Cuando ambos errores estimados fallan bajo un criterio especificado de paro, , los valores de las
raices pueden determinarse.




5. Metodo de minimos cuadrados

5.1. Objetivo particular

El alumno podra pronosticar valores con diferentes metodologias.

5.2. Introduccion

El siguiente trabajo tiene por objeto exponer el Método de Minimos Cuadrados, dentro del cual
manejamos su concepto, caracteristicas y un ejemplo de los mismos.

Para lograr este fin, se realizo la consulta de una bibliografia basica la cual permitié desarrollar los
conceptos y ejemplos, como base para realizar una exposicion adecuada del tema.

En este trabajo basicamente se habla de como desarrollar la aplicaciéon de los métodos lineales y
estimacion por minimos cuadrados.

El Método de Minimos Cuadrados forma parte de los Modelos Lineales, de tal suerte que este es
una de las técnicas estadisticas mas utilizadas desde un punto de vista practico. No obstante, el
método de minimos cuadrados, utilizado en la estimacion de los parametros mediante el modelo
de regresion lineal es un método simple pero que proporciona unos estimadores muy sensibles a la
posible presencia de datos extrafos y a la no normalidad del error aleatorio.

5.3. Regresion lineal

El procedimiento mas objetivo para ajustar una recta a un conjunto de datos presentados en un
diagrama de dispersion se conoce como "el método de los minimos cuadrados". La recta resultante
presenta dos caracteristicas importantes:

1. Es nula la suma de las desviaciones verticales de los puntos a partir de la recta de ajuste

>2(Y--Y)=0.

2. Es minima la suma de los cuadrados de dichas desviaciones. Ninguna otra recta daria una suma
menor de las desviaciones elevadas al cuadrado 3 (Y- -Y)2 — 0 (minima).

El procedimiento consiste entonces en minimizar los residuos al cuadrado Ci2

v 4 .

Y oi=V | yo } | Re emplazando ! nos queda
Lu-i T L
: Sc =Y [ro-(a+ox)f



La obtencion de los valores de a y b que minimizan esta funciéon es un problema que se puede
resolver recurriendo a la derivacion parcial de la funcion en términos de a y b: llamemos G a la

funcion que se va a minimizar:

G= X(v—a—bx)

Tomemos las derivadas parciales de G respecto de a y b que son las incégnitas y las igualamos a
cero; de esta forma se obtienen dos ecuaciones llamadas ecuaciones normales del modelo que
pueden ser resueltas por cualquier método ya sea igualacién o matrices para obtener los valores de

ayb.
G= >(v—a—bx)
Derivamos parcialmente la ecuacion respecto de a

d(s

da

=2Y (v—a-bx) (~1)=0

2 (v—a—-bx)—0

> (v—a—bx)=0

>v—na—-bXx=10

2y -ona+b2x

Primera ecuacion normal

Derivamos parcialmente la ecuacion respecto de b

I
‘ JZjE{_H' a—hx) (—x)=0

23 (y—a—-bx)(x)=0

2 (v—a—bx)ix)=0

Soxy —ax —bx?) =0
Dxy-axx+bix? =0



> Xy = aXx+ bXx?

Segunda ecuacién normal

Los valores de a y b se obtienen resolviendo el sistema de ecuaciones resultante. Veamos el
siguiente ejemplo:

En un estudio econdmico se desea saber la relacion entre el nivel de instruccion de las personas y
el ingreso.

Ejemplo:

Se toma una muestra aleatoria de 8 ciudades de una region geografica de 13 departamentos y se
determina por los datos del censo el porcentaje de graduados en educacion superior y la mediana
del ingreso de cada ciudad, los resultados son los siguientes:

Ciudad: 12345678 % de (X)

Graduados: 7.2 6.7 17.0 12.5 6.3 23.9 6.0 10.2

Ingreso (Y)

Mediana: 4.2 4.9 7.0 6.2 3.8 7.6 4.4 5.4 (0000)

Tenemos las ecuaciones normales

2y =na+ b3x
2Xy = axx + b>x2




Debemos encontrar los términos de las ecuaciones Yy, ¥x, >xy, > x2 Por tanto procedemos de la
siguiente forma:

Y X XY X?

4.2 7.2 30.24 51.84
4.9 6.7 32.83 44.89
7.0 17.0 119.00 289.00
6.2 12.5 77.50 156.25
3.8 6.3 23.94 39.69
7.6 23.9 181.64 571.21
4.4 6.0 26.40 36.00
5.4 10.2 55.08 104.04
43.5 89.8 546.63 1292.92

Sustituyendo en las ecuaciones los resultados obtenidos tenemos: 43.50 = 8a + 89.8b

546.63 = 89.8a + 1292.92b multiplicamos la primera ecuacion por (-89.8) y la segunda por (8) asi:

43.50 = 8a + 89.8b (-89.8) 546.63 = 89.8a + 1292.92b (8)

-3906.30 = -718.4a - 8064.04b 4373.04 = 718.4a + 10343.36b
466.74 = -0- 2279.32b

B 466.74

h=——
2279.32

=(0.20477

Este valor de b lo reemplazamos en cualquiera de las ecuaciones para obtener a asi:
Reemplazando b = 0.20477 en la primera ecuacion normal

43.5 = 8a + 89.8 (0.20477) 43.5 = 8a + 18.3880 43.5 - 18.3880 = 8a 25.1120 = 8a
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Tenemos entonces que los coeficientes de regresion son: a = 3.139 y b = 0.20477.

Por tanto la ecuacion de regresion nos queda:

E

Y =3.13904+0.20477(x)

Significa entonces que por cada incremento en una unidad en X el valor de V'se aumenta en
0.20477
Esta ecuacion permite estimar el valor de }'para cualquier valor de X, por ejemplo: Una ciudad que

tiene un porcentaje de graduados a nivel superior del 28% la mediana de ingreso para la ciudad
sera:

i

¥ =3.1390+0.20477 (28)

)

V=887 (a:fﬂ'c'f;lm' de miles de ‘3]

Los valores a y b también se pueden obtener de la siguiente forma: partiendo de las ecuaciones
normales tenemos:

P

>y na + bXx

DXy & oaxx + brx?

Si dividimos todos los términos de la ecuacién (1) entre n nos queda:

! H H

}

Tenemos entonces que el primer término es el segundo término es la incognita a y el tercer

\

termino es la incdgnita b multiplicada por <* por tanto nos queda:

entonces.




a Y - b X

—

by x? = z xventY X +nb X

S x* - nbX Tu nt X

f;(z 2 —nX f)z z xv—=nbX
b E_"{l' ny X
E.‘r' nX\

h

546.63 -8 (5.4375) (11.2250)  58.342
1292.92 -8 (11.2250)°

a = 5.4375-0.20477 (11.2250) = 5.4375 —2.2985 = 3.139

2

Se debe tener presente la diferencia entre el valor de } obtenido con la ecuacién de regresion y el

valor de Y observado. Mientras ! es una estimacion y su bondad en la estimacién depende de lo
estrecha que sea la relacién entre las dos variables que se estudian; Y- es el valor efectivo,

" 284.9150

=0.20477




verdadero obtenido mediante la observacion del investigador. En el ejemplo Y- es el valor mediano

A

del ingreso que obtuvo el investigador utilizando todos los ingresos observados en cada ciudad y }
es el valor estimado con base en el modelo lineal utilizado para obtener la ecuacion de regresion.

Los valores estimados y observados pueden no ser iguales, por ejemplo la primera ciudad tiene un
ingreso mediano observado de Y- = 4.2 al reemplazar en la ecuacion el porcentaje de graduados

obtenemos un }-estimado de

Y= 3.1390 + 0.20477 (1.2) = 4.61




Graficamente lo anterior se puede mostrar asi:

Y

-"‘\.. .

}
Valog

servado o [ _
et Valor estimado
clectivo
X

Claramente se observa en la grafica que hay una diferencia entre el valor efectivo de Y- y el valor
estimado; esta diferencia se conoce como error en la estimacion, este error se puede medir.

5.4. Ajuste de curvas con un polinomio de orden superior

Supongamos que tenemos un conjunto de puntos que mostramos en la siguiente grafica



De los puntos mostrados nos podemos dar cuenta que parece tener la forma de un polinomio de
segundo grado de la forma:

Y=a +a,X+aXxX o

Esta ecuacion (1) puede usarse para representar el conjunto de valores obtenidos
experimentalmente para la cual debemos determinar los valoresde a 1, a 2, a 3, etc.

Para determinar estos valores utilizamos el siguiente procedimiento:

Establecer el criterio para determinar la ecuacidon que represente a los valores (obtenidos
experimentalmente).

Escribir la ecuacion que expresa el error o desviacion entre el valor observado y los valores dados
por la ecuacion.

Habiendo obtenido la ecuacion del error, minimizar dicho error.

EVALUACION DEL ERROR

Indice
Si consideramos las parejas de datos, como se muestra en la grafica




donde:

d = distancia = Yobservada - Y obtenida por la ecuacion

Yobservada = Valor obtenido experimentalmente.

Y obtenida por la ecuacién = valor de la funcién evaluada en cualquier valor X

Observando la grafica, parece que esta distancia se puede usar para representar el error, pero
habra distancias positivas y negativas, (como se puede observar la distancia d1 es positiva y la
distancia d2 es negativa) de modo que el error promedio para los puntos como los mostrados sera
pequeio aunqgue los errores individuales sean grandes.

Esta dificultad podria ser resuelta usando el valor absoluto de las distancias, sin embargo al derivar
la funcion del valor absoluto se generan ciertos problemas.

La solucion podria ser definir el error como el cuadrado de la distancia, esto elimina la dificultad del
signo. Por esta razon el método se llama: Método de Minimos Cuadrados.

S=dif +di +di +...+di @

en donde S es la suma de los cuadrados de las diferencias entre el valor calculado y el valor
observado y por lo tanto es el valor que se debe minimizar
m

_ _ 2
S = Z (Ylﬂhsmajja_ chal::ulada) 3)
1=1

Siendo el caso de que la curva supuesta es una ecuacion de segundo grado, se tiene la ecuacion:
11

. . Sy 2
S = Z (Yi - &, - a;Xj - a;Xj)° @
i=1
Para minimizar la funcion anterior, derivando parcialmente con respecto a a 1, a2y a 3 e
igualando a cero:

78 &8 78

a1 7a &7as




a5 s 2
= -2% (Y-a,-Q;X; - &3X)) =

2 B i=1

ﬁ = -22 Xi(Yi-al-aEXi'aEXiz) =
7a; i=1

I

T3 a3 X (Y,-8,-2,%, - 4,X2) -
72, 21 (Y;-a,-a, 3 X{)

(Obsérvese que las variables son a 1, a 2y a 3 mientras que Yi, X i son constantes)
Las ecuaciones se pueden expresar de acuerdo como sigue:

231+ZX32+ ZX a3_ZY

1=1

a2+ ZX 33— ZXY (6)
1=1 1=1

1=1
1
2, %

||'Mg

1Tl m m 1
2 3 4 2
Z Xi d, + ZXi ad; + ZXi d; = in Yi
1=1 1=1 1=1 1=1
Lo anterior lo podemos expresar en forma matricial:

_3,1

M Y% YX Y,
m 1;11 : 1;11 : 1;11
> X DX X || = | XY | o
iy iy i1 il

YX,OYX YX||a; XY,
1=1 1=1 1=1

4L 1=1

La formula general para un polinomio de grado n en donde hay m parejas de datos es:




m m m n a m

X NXD . X 1 Y,

1=1 1=1 1=1 1=1

m 2 m 3 m n+1 m

XXX . >Xi || a > XY

1=1 1=1 1=1 1=1

m 3 m Pl m n+32 m v

;Xi EX]_ ;Xl a-'3 = ZIXI Yi
D 3D G SXE 20| | 2XY

1=1 1=1 1=1 JL . L1=1 .

Como se puede observar el problema consiste en lo siguiente:

Obtener la matriz de coeficientes.

Resolver el sistema de ecuaciones resultantes.

Recordando que:

Si n es el grado del polinomio, hay n+1 valores de la matriz de coeficientes y n+1 ecuaciones.

El maximo exponenete de X en los términos de la sumatoria de 2n puede ser que los datos no
representen un polinomio de 20 grado sino que representen uno de 30 y 40 grados.

El ajuste de curvas es un procedimiento de tanteo y error, si una curva no representa los datos,
entonces se intenta con un polinomio de grado superior.

5.5. Ajuste de curvas mediante una combinacion lineal de funciones conocidas™

Al ajustar una funcidn a puntos de datos, podemos utilizar una combinacion de cualesquier
funciones conocidas, incluidos polinomios.

glx)=c filx) ro fr(x) ro fla ) e i (x),,

donde fi, f, ... son funciones preescritas, ci, Cz, ... son coeficientes no determinados y k es el
nimero total de funciones prescritas. Si ajustamos la ecuacion 4.1 a cada punto de datos,
podremos escribir una funcion sobredeterminada asi:

Ac=Y4,
Con

19 http://ciberia.ya.com/carloesime/2.htm

(8)



donde L > k. Los coeficientes estan determinados por

c=A\y

Ejemplo 1.

Determine los coeficientes

g(x) = o +o,x togsen(x) +c, exp(x)

ajustado a los datos de la siguiente tabla:

de

X y

0.1 0.61
0.4 0.92
0.5 0.99
0.7 1.52
0.7 1.47
0.9 2.03

J
¥

iy

funcion




6. Optimizacion de funciones en una dimension

6.1. Objetivo particular

El alumno tendra la capcidad de identificar la metodologia que mejor le convenga para la
optimizacion de modelos.

6.2. Introduccion

Los primeros intentos de aplicar de manera formal la teoria de la evolucion, a problemas
practicos de ingenieria, aparecid en las areas de control de procesos estadisticos, aprendizaje de
maquina y optimizacion de funciones. Tal vez el primer intento serio de este tipo se dio en el
trabajo que realizaron Box y sus colegas en 1957, en el desarrollo de una técnica que denominaron
joperacion evolutival, la cual se aplicO a una planta de manufactura para manejarla, y que se
implanto sobre la base de los votos de un comité de jefes técnicos. Bajo este esquema, la planta se
veia como a una especie en evolucion. La calidad del producto avanzaba a través de mutaciones
aleatorias y la seleccion era determinada por el comité.

Aunque muchas de sus ideas se usan hoy en dia, Bremer-mann cometio el error de tratar
de optimizar funciones lineales y convexas, obteniendo resultados decepcionantes, pues sus
algoritmos evolutivos tenian que ser complementados con otras heuristicas para converger en una
solucion. Hoy sabemos que los algoritmos evolutivos dificilmente pueden competir con las técnicas
tradicionales de optimizacion en esos dominios.

Otra técnica evolutiva dirigida particularmente a la optimizacion de funciones continuas de
alta complejidad se desarroll6 en Alemania, en 1965, por Rechenberg y Schwefel. Esta técnica,
llamada estrategia evolutiva, se utilizd inicialmente para resolver problemas ingenieriles que
desafiaban a los métodos de optimizacién tradicionales, como el gradiente conjugado, y se basa en
la modificacion sistematica de un vector de nimeros reales (representando las variables de decisién
del problema) mediante operadores probabilisticos, usando ciertos criterios para decidir en qué
direccién dirigir la bisqueda. La estrategia evolutiva utiliza como operador principal a la mutacion, y
€en su version mas reciente usa la cruza como operador secundario.

6.3. Método Simplex

El procedimiento se debe a Nelder y Mead. Se trata de un algoritmo simple (de ahi su
nombre) que solo requiere la evaluacién de la funciéon y no de sus derivadas. Esto le confiere
diversas caracteristicas. En principio es un buen

método cuando la funcion a optimizar no es derivable (funciones de argumentos enteros, por
ejemplo) o cuando la derivada no es calculable (o de

calculo muy costoso). Para una funcion analitica el método no es de los mas
eficientes pero permite obtener una respuesta al problema planteado. El
procedimiento también se utiliza en el disefio de experimentos: cuando las

variables son parametros experimentales, se va evaluando la funcién objetivo a




medida que el procedimiento va requiriendo la evaluacion de la funcion en

diversos puntos.

Un simplex es una figura poliédrica de n+1 vértices inmersa en un espacio de dimension n.
Asi, por ejemplo, en el plano un tridngulo es un simples y en el espacio tridimensional lo es un
tetraedro. Estas figuras, en general, no tienen porque ser regulares. Los simplex que se deben
considerar son los que tienen area, volumen o hipervolumen no nulos.

Supondremos que queremos encontrar un maximo de la funcién. A
continuacioén se va a exponer el algoritmo de forma sucinta y simple. Mas

informacién se puede encontrar en el libro de Press et al.

Algoritmo basico simplex para encontrar un punto dptimo (en este caso el maximo) de una
funcién f(x) de n variables:

1. Considerar n+1 puntos del espacio n dimensional. En todos ellos se evalGa la funcion f. Estos
puntos deben generar un hipervolumen no nulo. Ello se

puede comprobar viendo como el determinante de la matriz formada por los n-1 vectores posicion
de cada punto respecto a uno de ellos que se toma

como origen no es nulo.

2. Del conjunto de puntos, se considera el punto asociado al valor minimo de f: Este peor punto se
debe sustituir por otro nuevo. La forma habitual de

hacerlo es considerar el centro de masas de los restantes n puntos y hacer
una reflexion del peor punto a través de ese centro deTnasas. En es a
reflexion el punto ha “recorrido” una distancia 2d (siendo d la distancia inicial
entre el punto y el centro de masas). Se evalla la funcién en el nuevo punto
obtenido.

2.1. Si el valor de f es mayor que el del mejor punto, se prueba de nuevo la reflexién pero
avanzando un paso 3d (expansion). Se

elige la opcion que nos de el mejor nuevo punto. Pasar a 3.

2.2. Si el nuevo punto tiene un valor peor (menor) que el del segundo peor punto, se hace
una reflexion con un paso igual a 1.5d (contraccion).

2.2.1. Si se continda obteniendo un valor menor que el del segundo peor punto se
hace una contraccion del simplex (homotecia) con un factor de 0.5 manteniendo el
mejor punto. Se evalla la funcién en los nuevos puntos asi obtenidos. Se pasa a 2.

2.2.2. Se pasa a 3.




2.3. Se acepta el nuevo punto calculado en 2.

3. Aplicar el criterio de convergencia: Si la distancia d recorrida es menor que un cierto valor
predeterminado (figura simplex muy diminuta), se acaba el proceso. En caso contrario se pasa a 2.

6.4. Optimizacion sin restricciones en dimension

Maximizar o minimizar f(x) S.A. x [a,b]

Para encontrar la solucién optima de este problema buscamos primero todos los maximos
(o minimos) locales. La solucion éptima sera el maximo local (o minimo) con el mayor (o menor)
valor de f(x).

Si a=-8 6 b=8 el problema puede no tener solucion.
Hay tres tipos de puntos que pueden ser maximo o minimos locales:
e Puntos estacionarios de f: a<x<b y f(x)=0
e Puntos donde no existe f'(x)
e Puntos extremos del intervalo [a,b]
Teorema
Si f'(x0)=0 y f'(x0)<(>)0 entonces x0 es un maximo (minimo) local.
Teorema
Si f(x0)=0y

1. Si la primera derivada no nula en x0 de f es de orden impar entonces x0 no es un extremo local

2. Si la primera derivada no nula de f en x0 es positiva y de orden par entonces x0 es un minimo
local




3. Si la primera derivada no nula de f en x0 es negativa y de orden par entonces x0 es un maximo
local.

6.5. Métodos numéricos para dimension

6.5.1. Método de biusqueda directa

Identificar el intervalo de incertidumbre que incluye el dptimo a identificar.

Reducir el tamafio del intervalo de incertidumbre hasta encontrar el 6ptimo

Método de busqueda de puntos criticos

Si la funcion objetivo es derivable, tratamos de localizar los puntos en los que se anula la
derivada utilizando por ejemplo el método de Newton

6.5.2. Biisqueda dicotoémica (para maximos)

Para funciones unimodales sobre un intervalo [a,b] (funciones para las

gue existe un punto x* en [a,b] tal que f es creciente en [a,x*] y decreciente en [x*,b])

Definir dos puntos x1, x2 simétricamente con respecto a a y b de modo que los intervalos
[a,x2] y [x1,b] se superpongan en un intervalo de longitud .

Evaluar f(x1) y f(x2)
1. Si f(x1) > f(x2), x* debe estar entre a y x2
2. Si f(x1) < f(x2), x* debe estar entre x1 y b

3. Si f(x1)=f(x2), x* debe estar entre x1 y x2

Repetir el proceso en el intervalo en el que se encuentra x* hasta que sea
suficientemente pequefio.

6.6. Método de Newton




Para resolver la ecuacion g(x) = 0, g derivable
Elegir un valor inicial x0

Calcular para k=0,1,...

y k+1) (k)

Terminar cuando |x(k)-x(k-1)|] < e

Si g” es continua el método converge cuadraticamente cuando x0 esta suficientemente
proximo a una raiz simple de g.

Maximizar o minimizar f (x1,x2,...,xn) S. A (x1,x2,...,xn)TRn

Suponemos que existen las derivadas parciales de primer y segundo orden de f y que son
continuas.

Teorema

Si x* es un extremo local del PNL entonces para i=1,...,n se verifica

o (x")

Ox

i

=0

es decir, x* es un punto estacionario.

Un punto estacionario que no es extremo local es un punto de silla.

Teorema

Si x* es un punto estacionario de f y Hk(x*)>0, k=1,2,...,n (menor principal de orden k de
la matriz hessiana de f) entonces x* es un minimo local para el PNL.

Teorema




Si x* es un punto estacionario de f y Hk(x*) tiene el mismo signo que (-1)k k=1,2,...,n
entonces x* es un maximo local para el PNL.

Teorema

Si x* es un punto estacionario de f, Hn(x*)! 0 y no se satisfacen las hipdtesis de los
teoremas anteriores, entonces x* es un punto de silla para el PNL.

6.7. Método del gradiente
Valido para optimizar funciones que son diferenciables continuamente dos veces.

¢ Idea: generar puntos sucesivos en la direccién del gradiente de la funcion
e Métodos:
e Método de Newton

e Método del descenso mas rapido

Resolver utilizando el método de Newton el sistema de ecuaciones

e Método de Newton para sistemas

e Para resolver la ecuacion F(X)=0, F con derivadas parciales de primer
orden

e Elegir un valor inicial X0

e Calcular
x) = x &) _ gp (xW)Fr(x®)

Repetir hasta que || X(k)-X(k-1) || < e



6.8. Método del ascenso mas rapido

Para maximizar f(X)

e Elegir X(0)

e Calcular

o X(k+1) =X(k)+t(k)Nf(X(k)) siendo t(k) la solucién del problema
e maximizar f(X(k)+tNf(X(k)))

e SAt30

e Repetir hasta que || X(k)-X(k-1)|| < e.
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