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OBJETIVO GENERAL

El alumno aplicara las herramientas estadisticas que le permitan sintetizar grandes
volumenes de informacion para presentar informes ejecutivos que describan el
comportamiento de datos, derivados del analisis e interpretacion y la aplicacién de

modelos estadisticos.

TEMARIO OFICIAL

(64 horas)
1. Estadistica descriptiva 8
2. Teoria de la probabilidad 12
3. Distribuciones de probabilidad 12
4. Distribuciones muestrales 8
5. Pruebas de hipétesis con la distribucion ji cuadrada 8
6. Andlisis de regresion lineal simple 8
7. Analisis de series de tiempo 8
Total 64
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INTRODUCCION

En esta asignatura el estudiante estudiara lo relativo a la estadistica descriptiva e

inferencial.

En la unidad 1 se estudiaran las diversas caracteristicas de un conjunto de datos,
desde los diferentes tipos de variables y sus escalas de medicién. Se estudiara la
metodologia para la organizacion y procesamiento de datos, sus distribuciones de
frecuencias absolutas y relativas, asi como su presentacion grafica en histogramas,
poligonos de frecuencias y ojivas. Por otra parte, se conoceran las mas importantes
medidas de tendencia central y de dispersion. Por ultimo, se analizaran los teoremas

de Tchebysheff y de la regla empirica.

En la unidad 2 se estudiaran las diversas clases de probabilidad, asi como los
conceptos de espacio muestral y eventos. También se analizaran las reglas
fundamentales de la adicion y de la multiplicacién. Se elaboraran e interpretaran las
tablas de probabilidad conjunta y probabilidad condicional y ademas se conoceray

aplicara el teorema de Bayes.

La unidad 3 comprendera el conocimiento de las caracteristicas y diferencias de
las variables discretas y continuas, asi como de la distribucion general de una
variable discreta. Ademas, se analizaran las principales particularidades y formulas
de la distribucion binomial, la distribucion de Poisson, la distribucion
hipergeométrica, la distribucion multinomial, la distribucién normal y la distribucién
exponencial. Por ultimo, se enunciard la ley de los grandes numeros y su

interpretacion.
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En la unidad 4 se estudiaran las distribuciones muestrales y el teorema central del
limite, los cuales pueden ayudar a la posterior elaboracién de los intervalos de

confianza.

Enla unidad 5 analizaremos las pruebas de hipétesis con la distribucién ji cuadrada

y su aplicacion.

Enlaunidad 6 se investigara el analisis de regresion lineal simple para averiguar el

comportamiento de las variables y sus diferentes relaciones.

En la unidad 7 analizaremos las series de tiempo para observar su aplicacion a

diferentes problemas de la vida diaria de las empresas.

La estadistica descriptiva e inferencial es un elemento imprescindible en la toma de
decisiones, tanto en el nivel de las organizaciones privadas y gubernamentales
como en el individual. En particular, los estudiantes de informética encontraran
campo fértil para aplicar métodos estadisticos en las areas de programacion y

desarrollo de sistemas, entre muchas otras.

La estadistica es una rama de las matemaéticas, por lo que su tratamiento es formal.
Esto no significa, sin embargo, que en el curso se requiera realizar demostraciones
rigurosas. El enfoque que se ha adoptado es mas bien pragmatico, por cuanto esta
orientado a la aplicacién de conceptos, de modo que el requisito fundamental es

contar con conocimientos basicos de algebra y manejo de hoja de calculo.
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OBJETIVO PARTICULAR

El alumno aprendera y aplicara el proceso estadistico para transformar datos en

informacion atil para la toma de decisiones.

TEMARIO DETALLADO
(8 horas)

1. Estadistica descriptiva

1.1. Tabulacion de datos

1.2. Distribuciones de frecuencia
1.3. Presentacion gréfica de datos
1.4. Medidas de tendencia central
1.5. Medidas de dispersion

1.6. Teorema de Tchebysheff y regla empirica
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INTRODUCCION

Para que la informacion estadistica sea relevante, util y confiable es necesario
prestar atencion a todas las etapas del proceso de manejo de los datos. Desde el
punto de vista de la Estadistica Descriptiva es importante, entonces, atender a los
diferentes tipos de escalas con que pueden medirse los atributos o variables que
nos interesan de un conjunto de observaciones y la forma de agrupar los datos
correctamente para, a partir de aqui, aplicar los métodos estadisticos de
representacion gréafica, asi como determinar las medidas de localizacién y de
dispersién que nos permiten dar pasos firmes al interior de la estructura de los datos.
La descripcion de la informacion, desde el punto de vista de la estadistica,
constituye la parte fundamental del proceso de andlisis de un conjunto de datos.
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1.1. Tabulacion de datos

Los métodos estadisticos que se utilizan dependen, fundamentalmente, del tipo de
trabajo que se desee hacer. Si lo que se desea es trabajar con los datos de las
poblaciones, estaremos hablando de métodos de la estadistica descriptiva. Silo que
se desea es aproximar las caracteristicas de una poblacién con base en una

muestra, se utilizaran las técnicas de la estadistica inferencial.

Técnicas de resumen

Nos indican la mejor manera para ordenar y agrupar la informacion, de forma tal
gue ésta tenga mayor sentido para el usuario, de una manera que los datos en
bruto no lo harian. Las técnicas de agrupacion de datos y preparacion de tablas

se incluyen dentro de las técnicas de resumen.

Técnicas de presentacion de datos

Nos permiten obtener una serie de graficas que, adecuadamente utilizadas, nos

dan una idea visual e intuitiva de la informacion que manejamos. El alumno
recuerda, sin duda, haber visto en algun periédico graficas de barras o circulares

(llamadas de pie o “pay”, por su pronunciacion en inglés).

¢ 10 de 258
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Técnicas de obtencion de parametros

Nos llevan a calcular indicadores numéricos que nos dan una idea de las
principales caracteristicas de la poblacion. El conjunto de las 45 calificaciones
gue un alumno ha obtenido durante sus estudios profesionales nos pueden dar
no mucha idea de su desempefio, pero si obtenemos su promedio (técnicamente
llamada media aritmética) y éste es de 9.4, nos inclinaremos a pensar que es un
buen estudiante. Los parametros son nUmeros que nos sirven para representar

(bosquejar una idea) de las principales caracteristicas de las poblaciones.

En cualquier estudio estadistico, los datos pueden modificarse de sujeto en sujeto.
Si, por ejemplo, estamos haciendo un estudio sobre las estaturas de los estudiantes
de sexto de primaria en una escuela, la estatura de cada uno de los nifios y nifias
sera distinta, esto es, variara. Por ello decimos que la estatura es una variable o

atributo.

Los especialistas en estadistica realizan experimentos o encuestas para manejar

una amplia variedad de fendmenos o caracteristicas llamadas variables aleatorias.

Los datos variables pueden registrarse de diversas maneras, de acuerdo con los
objetivos de cada estudio en particular. Podemos trabajar con cualidades de las
observaciones, como por ejemplo el estado civil de una persona, o con

caracteristicas cuantificables, como por ejemplo la edad.

No todos los atributos se miden igual, lo que da lugar a tener diferentes escalas de

medicion.
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Escala para datos de tipo nominal

Son aquellas que no tienen un orden o dimension preferente o particular y

contienen observaciones que solamente pueden clasificarse o contarse. En un
estudio de preferencias sobre los colores de automoviles que escoge un
determinado grupo de consumidores, se podra decir que algunos prefieren el
color rojo, otros el azul, algunos més el verde; pero no se puede decir que el
magenta vaya “después” que el morado o que el azul sea “mas grande” o mas

chico que el verde.

Para trabajar adecuadamente con escalas de tipo nominal, cada uno de los
individuos, objetos 0 mediciones debe pertenecer a una y solamente a una de
las categorias o clasificaciones que se tienen y el conjunto de esas categorias
debe ser exhaustivo; es decir, tiene que contener a todos los casos posibles.
Ademas, las categorias a que pertenecen los datos no cuentan con un orden

l6gico.

Escala para datos de tipo ordinal

En esta escala, las variables si tienen un orden natural (de alli su nombre) y cada

uno de los datos puede localizarse dentro de alguna de las categorias disponibles.
El estudiante habréa tenido oportunidad de evaluar a algin maestro, en donde las
preguntas incluyen categorias como “siempre, frecuentemente, algunas veces,
nunca”. Es facil percatarse que “siempre” es mas frecuente que “algunas veces”
y “algunas veces” es mas frecuente que “nunca”. Es decir, en las escalas de tipo
ordinal se puede establecer una gradacién u orden natural para las categorias.
No se puede, sin embargo, establecer comparaciones cuantitativas entre
categorias. No podemos decir, por ejemplo, que “frecuentemente” es el doble que

“algunas veces” o que “nunca” es tres puntos mas bajo que “frecuentemente”.
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Para trabajar adecuadamente con escalas de tipo ordinal debemos recordar que

las categorias son mutuamente excluyentes (cada dato puede pertenecer o una
y s6lo a una de las categorias) y deben ser exhaustivas (es decir, cubrir todos las

posibles respuestas).

Escalas numéricas

Estas escalas, dependiendo del manejo que se le dé a las variables, pueden ser

discretas o continuas.

Escalas discretas. Son aquellas que solo pueden aceptar determinados

valores dentro de un rango.

El nimero de hijos que tiene una pareja es, por ejemplo, un dato discreto. Una
pareja puede tener 1, 2, 3 hijos, etc.; pero no tiene sentido decir que tienen 2.3657
hijos. Una persona puede tomar 1, 2, 3, 4, etc., bafios por semana, pero tampoco
tiene sentido decir que toma 4.31 bafios por semana.

Escalas continuas. Son aquellas que pueden aceptar cualquier valor dentro de
un rango Yy, frecuentemente, el nimero de decimales que se toman dependen

mas de la precision del instrumento de medicion que del valor del dato en si.

Podemos decir, por ejemplo, que el peso de una persona es de 67 kg; pero si
medimos con mas precision, tal vez informemos que el peso es en realidad de
67.453 kg, y si huestra bascula es muy precisa podemos anotar un mayor nimero
de decimales.

El objetivo del investigador condiciona fuertemente el tipo de escala que se utilizara
para registrar los datos. Tomando el dato de la estatura, éste puede tener un valor

puramente categérico. En algunos deportes, por ejemplo, el basquetbol, puede ser
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que en el equipo los candidatos a jugador se admitan a partir de determinada

estatura para arriba, en tanto que de esa estatura para abajo no serian admitidos.
En este caso, la variable estatura tendria solo dos valores, a saber, “aceptado”y “no
aceptado” y seria una variable nominal. Esta misma variable, para otro estudio,

puede trabajarse con una escala de tipo ordinal: “bajos de estatura”, “de mediana
estatura” y “altos”. Si tomamos la misma variable y la registramos por su valor en

centimetros, la estaremos trabajando como una variable numérica.

Dependiendo de las intenciones del investigador, se le puede registrar como
variable discreta o continua (variable discreta si a una persona se le registra, por
ejemplo, una estatura de 173 cm., de modo que si mide unos milimetros mas o
menos se redondeara al centimetro mas cercano; el registro llevaria a una variable
continua si el investigador anota la estatura reportada por el instrumento de

medicion hasta el limite de precision de éste, por ejemplo, 173.345 cm.)

Las escalas de tipo numérico pueden tener una de dos caracteristicas: las escalas

de intervalo y las escalas de razén.

Escalas de tipo numérico

Escalas de intervalo

Son aquellas en las que el cero es

convencional o arbitrario.

Un ejemplo de este tipo de escalas es la
de los grados Celsius o centigrados que
se usan para medir la temperatura. En
ella el cero es el punto de congelacion
del existen

agua vy, sin embargo,

Escalas de razén

Son aquellas en las que el cero

absoluto si existe.

Tal es el caso de los grados Kelvin, para
medir temperaturas, o algunas otras
medidas que utilizamos en nuestra vida
cotidiana. Encontramos un ejemplo de

esta escala cuando medimos la estatura
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temperaturas mas frias que se miden
mediante numeros negativos. En esta
escala se pueden hacer comparaciones
por medio de diferencias o de sumas.

Podemos decir, por ejemplo, que hoy la

de

centimetros, por ejemplo, ya que si

las personas, expresada en
existe el cero absoluto, ademéas de que
si se pueden formar cocientes que nos

permiten afirmar que alguien mide el

temperatura del agua de una alberca doble.
estd cuatro grados més fria que ayer;
hacer

de

porcentajes ya que no hay lugar a dividir

pero no se pueden

comparaciones por medio

en las escalas de intervalo. Si la
temperatura ambiente el dia de hoy es
de diez grados, y el dia de ayer fue de
veinte grados, no podemos decir que
hoy hace el doble de frio que ayer. Sélo
podriamos decir que hoy hace mas frio
y que la temperatura es 10 grados

menor que ayer.

La mayor parte de las herramientas que se aprenden en este curso son validas para
escalas numéricas, otras lo son para escalas ordinales y unas pocas (muchas de
las que se ven en el tema de estadistica no paramétrica) sirven para todo tipo de
escalas.

Uso de computadoras en estadistica

Algunas de las técnicas que se ven en este curso, y muchas que se ven en cursos
mas avanzados de estadistica, requieren un conjunto de operaciones matematicas

qgue si bien no son dificiles desde el punto de vista conceptual, si son
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considerablemente laboriosas por el volumen de calculos que conllevan. Por ello,
las computadoras, con su gran capacidad para el manejo de grandes volimenes

de informacidn, son un gran auxiliar.

Existen herramientas de uso general como el Excel o Lotus que incluyen algunas
funciones estadisticas y son Utiles para muchas aplicaciones. Sin embargo, si se
desea estudiar con mayor profundidad el uso de técnicas mas avanzadas es
importante contar con herramientas especificamente disefiadas para el trabajo

estadistico.

Existen diversos paguetes de software en el mercado que estan disefiados
especificamente para ello. Entre otros se encuentran el SPSS y el SAS.

Recomendamos al estudiante que ensaye el manejo de estas herramientas.
Principales elementos de las tablas

A continuacion se presenta una tabla sencilla, tomada de un ejemplo hipotético. En
ella se examinan sus principales elementos y se expresan algunos conceptos

generales sobre ellos.
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Todas las tablas Se refiere a las
deben tener un categorias de
titulo para que el datos que se
lector sepa el manejan dentro
asunto al que se de la propia tabla.
refiere.

Estudiantes de la FCA que trabajan s

: |
Porcentajes por semestre de estudio*

Semestre Porcentq‘g _ |
que estudmw Mujeres
1 20 5
2 22 - ‘
_
3 s 24
4 33 32
/ I
5 52 /
6 65 65
7 70 71 )
En él se
encuentran los

8 87 88

datos

Si los datos que se propiamente

9 96 95 dirhne

*Fuente: Pérez

encuentran en la tabla no

José, feerpabaliesidas por el

escuela”, Editorial Acariémitel, ddExmento en el

19XX

gue se encuentra la

misma, es img)(ortante

Editorial Académica, México, 19X

indicar de qué parte se
obtuvo la informacién que

alli se encuentra.
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Tabla sencilla de datos

Independientemente de los elementos que pudieren tener las tablas, existen
diversas maneras de presentar la informacion en ellas. No existe una clasificacion
absoluta de presentacion de las diferentes tablas, dado que se pueden inventar
varias maneras de presentar la informacion estadistica. Empero, se puede intentar

una clasificacién que nos permita entender las principales presentaciones.

Tablas simples

Relaciona una columna de categorias con una o mas columnas de datos, sin mas

elaboracion.
FCA. Maestros de las distintas coordinaciones
que han proporcionado su correo electrénico
Coordinaciones Numero de maestros
Administracion Basica 23
Administracion Avanzada 18
Matematicas 34
Informatica 24
Derecho 28
Economia 14

Tablas de frecuencias

Es un arreglo rectangular de informacion en el que las columnas representan
diversos conceptos, dependiendo de las intenciones de quien la elabora, pero que
tiene siempre, en una de las columnas, informacion sobre el nUmero de veces
(frecuencia) que se presenta cierto fenémeno.
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La siguiente tabla es un ejemplo de esta naturaleza. En ella, la primera columna
representa las categorias o clases; la segunda, las frecuencias absolutas vy, la
tercera, las frecuencias relativas. Esta ultima columna recibe esa denominacion
porque los datos estan expresados en relacion con el total de la segunda columna.
Las frecuencias relativas pueden expresarse en porcentaje, tal como en nuestro
ejemplo, o en absoluto (es decir, sin multiplicar los valores por 100), por lo que

algunos autores llaman a la frecuencia relativa “frecuencia porcentual’.

Deportes Batista, S.A. de C.V.
Numero de bicicletas vendidas por tienda
Primer trimestre de 20XX

Tienda Unidades Porcentaje (%)

Centro 55 29.1

Polanco 45 23.8

Coapa 42 22.2
Tlalnepantla 47 24.9

Totales 189 100.0

Tablas de doble entrada

En algunos casos, se quiere presentar la informacion con un mayor detalle. Para
ello se usan las tablas de doble entrada. Se llaman asi porque la informacién se
clasifica simultdneamente por medio de dos criterios en lugar de utilizar solamente
uno. Las columnas estan relacionadas con un criterio y los renglones con el otro

criterio.
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Bicicletas vendidas por modelo y tienda
Primer trimestre de 20XX

Infantil Carrera Montafa Turismo Total
Centro 13 14 21 7 55
Polanco 10 14 11 10 45
Coapa 12 11 17 2 42
Tlalnepantla 9 8 13 17 47
Totales 44 47 62 36 189

Podemos observar que esta tabla, en la columna de total presenta una informacion
idéntica a la segunda columna de la tabla de frecuencias. Sin embargo, en el cuerpo
de la tabla se desglosa una informacion mas detallada, pues nos ofrece datos sobre

los modelos de bicicletas, que en la tabla de frecuencias no teniamos.

Tablas de contingencia

Un problema frecuente es el de definir la independencia de dos métodos para

clasificar eventos.

Supongamos que una empresa que envasa leche desea clasificar los defectos
encontrados en la produccién tanto por tipo de defecto como por el turno (matutino,
vespertino o nocturno) en el que se produjo el defecto. Lo que se desea estudiar es
si la evidencia de los datos (la contingencia y de alli el nombre) apoya la hipotesis
de que exista una relacién entre ambas clasificaciones. ¢(Cémo se comporta la
proporcion de cada tipo de defecto de un turno a otro?
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En el ejemplo de la empresa que quiere hacer este tipo de trabajo se encontrd un
total de 312 defectos en cuatro categorias distintas: volumen, empaque, impresion

y sellado. La informacion encontrada se resume en la siguiente tabla.

Lecheria La Laguna, S.A.

Tabla de contingencia en la que se clasifican los defectos del

empaque de leche por tipo de defecto y por turno.

Turno Volumen Empaque Impresion Sellado Totales

Matutino 16 | 513 | 22  7.05 | 46 14.74| 13 4.17 97 31.09

Vespertino | 26 8.33 17 | 545 34 1090 5 160 | 82 26.28

Nocturno 33 /1058 31 | 994 49 1571 20  6.41 133 42.63

Totales 75 1 24.04| 70 | 22.44 | 129 41.35| 38  12.18 312 100.00

Los numeros en rojo representan los porcentajes

De la informacion de la tabla antecedente, podemos apreciar que el mayor
porcentaje de errores se comete en el turno nocturno y que el area en la que la
mayor proporcion de defectos se da es la de impresibn. Como vemos, la
clasificacion cruzada de una tabla de contingencia puede llevarnos a obtener

conclusiones interesantes que pueden servir para la toma de decisiones.
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1.2. Distribuciones de frecuencia

Una distribucion de frecuencias o tabla de frecuencias no es méas que la
presentacion tabular de las frecuencias o numero de veces que ocurre cada
caracteristica (subclase) en las que ha sido dividida una variable. Esta caracteristica
puede estar determinada por una cualidad o un intervalo; por lo tanto, la
construccion de un cuadro de frecuencia o tabla de frecuencias puede desarrollarse

tanto para una variable cuantitativa como para una variable cualitativa.
Distribucion de frecuencias para variables cuantitativas

Las variables cuantitativas o métricas pueden ser de dos tipos.
Continua

Cuando la variable es continua, la construccién de una tabla de frecuencia
presenta como su punto de mayor importancia la determinacion del nUmero de

intervalos o clases que la formaran.

Una clase o intervalo de clase es el elemento en la tabla que permite condensar en
mayor grado un conjunto de datos con el propdsito de hacer un resumen de ellos.
El nimero de casos o mediciones que quedan dentro de un intervalo reciben el
nombre de frecuencia del intervalo, que se denota generalmente como fi. La
diferencia entre el extremo mayor y el menor del intervalo se llama longitud o ancho

del intervalo.

La elaboracion de una tabla de distribucion de frecuencias se complementa,

generalmente, con el calculo de los siguientes elementos:
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Descripcion

Marca de clase

Esta constituida por el punto medio del intervalo de clase.

Para calcularla es necesario sumar los dos limites del

intervalo y dividirlos entre dos

Frecuencia acumulada

de la clase

Se llama asi al numero resultante de sumar la frecuencia
de la clase i con la frecuencia de las clases que la
anteceden. Se denota generalmente como fi. La ultima
clase o intervalo en la tabla contiene como frecuencia

acumulada el total de los datos.

Frecuencia relativa de

la clase

Es el cociente entre la frecuencia absoluta (fi) de la clase
i y el numero total de datos. Esta frecuencia muestra la
proporcion del nimero de casos que se han presentado

en el intervalo “i” respecto al total de casos en la

investigacion.

Frecuencia acumulada

relativa de la clase

Es el cociente entre la frecuencia acumulada de la clase
i y el numero total de datos. Esta frecuencia muestra la
proporcién del nimero de casos que se han acumulado
hasta el intervalo i respecto al total de casos en la

investigacion

Discretas

En el caso de variables discretas, la construccion de una tabla de distribucién de

frecuencias sigue los lineamientos establecidos para una variable continua con la

salvedad de que en este tipo de tablas no existen intervalos ni marcas de clase, lo

cual simplifica la construccion de la tabla.
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La construccion de tablas de frecuencia para variables cualitativas 0 no métricas
requiere solo del conteo del nUmero de elementos o individuos que se encuentran

dentro de cierta cualidad o, bien, dentro de determinada caracteristica.
Cuadros estadisticos

El resultado del proceso de tabulacién o condensacion de datos se presenta en lo
gue en estadistica se llaman cuadros estadisticos, también conocidos con el nombre

incorrecto de tablas estadisticas, producto de la traduccion inglesa.

Con base en el uso que el investigador le dé a un cuadro estadistico, éstos pueden
ser clasificados en dos tipos: cuadros de trabajo y cuadros de referencia.

Cuadros de trabajo

Los cuadros de trabajo son aquellos estadisticos que contienen datos producto de
una tabulacion. En otras palabras, son cuadros depositarios de datos que son
utilizados por el investigador para obtener, a partir de ellos, las medidas estadisticas

requeridas.
Cuadros de referencia

Los cuadros de referencia tienen como finalidad ayudar al investigador en el
analisis formal de las interrelaciones que tienen las variables que estan en estudio,
es decir, contienen informacién ya procesada de cuadros de trabajo (proporciones,
porcentajes, tasas, coeficientes, etc.).

La construccion de cuadros estadisticos de trabajo o de cuadros de referencia
requiere practicamente de los mismos elementos en su elaboracion, pues ambos
presentan las mismas caracteristicas estructurales, por lo que los elementos que a
continuacion se describen deberan ser utilizados en la conformacion de éstos

indistintamente.
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Numero del cuadro. Es el primer elemento de todo cuadro estadistico. Tiene como

objeto permitir una facil y rapida referencia al mismo.

Cuadro 1.1

Titulo. Es el segundo elemento del cuadro estadistico. En él se debera indicar el
contenido del cuadro, su circunscripcion espacial, el periodo o espacio temporal y

las unidades en las que estan expresados los datos.

Cuadro 1.1 Distribucién de alumnos por dias de ausencia

Nota en el titulo (encabezado). Elemento complementario del titulo. Se emplea
sélo en aquellos cuadros en los que se requiere proporcionar informacion relativa al

cuadro como un todo o a la parte principal del mismo.
Cuadro 1.1 Distribucién de alumnos por dias de ausencia

Mes base enero
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Casillas cabeceras. Contienen la denominacién de cada caracteristica o variable

gue se clasifica.
Cuadro 1.1 Distribucion de alumnos por dias de ausencia

Mes base enero

En algunos casos se especifica el nombre del atributo

Columnas. Son las subdivisiones verticales de las casillas cabeceras. Se incluyen

tantas columnas en una casilla cabecera como categorias le correspondan.
Cuadro 1.1 Distribucién de alumnos por dias de ausencia

Mes base enero

B 26 de 258




Informatica

Renglones. Son las divisiones horizontales que corresponden a cada criterio en

que es clasificada una variable.

Cuadro 1.1 Distribucion de alumnos por dias de ausencia

Mes base enero

Espacio entre renglones. Tienen por objeto hacer mas clara la presentacion de los
datos, facilitando asi su lectura.
Cuadro 1.1 Distribucién de alumnos por dias de ausencia

Mes base enero
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8. Lineas de cabecera. Son las lineas que se trazan para dividir las casillas de

cabecera de los renglones.

Cuadro 1.1 Distribucién de alumnos por dias de ausencia

Mes base enero
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9. Cabeza del cuadro. Esta formada por el conjunto de casillas, cabecera y

encabezados de columnas.
Cuadro 1.1 Distribucion de alumnos por dias de ausencia

Mes base enero

Ausencia NUumero de alumnos

(valores de variable) (Frecuencia)
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10. Casillas. Es la interseccion que forman cada columna con cada renglén en el

cuadro. Las casillas contienen datos o bien los resultados de calculos efectuados

con ellos.

Cuadro 1.1 Distribucién de alumnos por dias de ausencia

Mes base enero

Ausencia Numero de alumnos
(valores de variable) (Frecuencia)
CASILLA
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11. Cuerpo del cuadro. Esta formado por todos los datos sin considerar la cabeza del

cuadro y los renglones de totales.

Cuadro 1.1 Distribucion de alumnos por dias de ausencia

Mes base enero

Ausencia NUmero de alumnos
(valores de variable) (Frecuencia)

0 11
1

2 2
3 2
4 1
5 1
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12. Rengldn de totales. Es un elemento opcional en los cuadros estadisticos.
Cuadro 1.1 Distribucién de alumnos por dias de ausencia

Mes base enero

Ausencia NUumero de alumnos
(valores de variable) (Frecuencia)

0 11
1
2 2
3 2
4 1
5 1

Total 21
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13. Linea final de cuadro. Es la linea que se traza al final del cuerpo del cuadro y en

su caso al final del renglon de totales.

Cuadro 1.1 Distribuciéon de alumnos por dias de ausencia

Mes base enero

Ausencia NUmero de alumnos
(valores de variable) (Frecuencia)

0 11
1
2 2
3 2
4 1
5 1

Total 21
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14. Notas al pie del cuadro. Se usan para calificar o explicar un elemento particular en

el cuadro que presente una caracteristica distinta de clasificacion.

Cuadro 1.1 Distribucion de alumnos por dias de ausencia

Mes base enero

Ausencia NUmero de alumnos
(valores de variable) (Frecuencia)

0 11
1
2 2
3 2
4 1
5 1

Total 21

Nota: No se tiene registrado ninglin caso con mas de 5 ausencias.

34 de 258



Informatica

15. Fuente. Es el ultimo elemento de un cuadro estadistico. Tiene por objeto indicar el

origen de los datos.

Cuadro 1.1 Distribucion de alumnos por dias de ausencia

Mes base enero

Ausencia NUmero de alumnos
(valores de variable) (Frecuencia)

0 11
1
2 2
3 2
4 1
5 1

Total 21

Nota: No se tiene registrado ninguin caso con mas de 5 ausencias.

Fuente: Informe mensual de actividades. Mes enero 2007

La presentacion de datos cualitativos suele hacerse de forma anéloga a la de las

variables, indicando las distintas clases o atributos observados y sus frecuencias de

aparicion, tal como se recoge en la tabla siguiente sobre color de pelo en un grupo

de 100 turistas italianos:
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Color de pelo

Numero de personas

Negro
Rubio

Castafio

60
25
15

Frecuencias absolutas y relativas

La frecuencia absoluta es el numero que indica cuantas veces el valor

correspondiente de una variable de medicién (dato) se presenta en la muestra y

también se le conoce simplemente como frecuencia de ese valor de “X” (dato) en la

muestra.

Si ahora dividimos la frecuencia absoluta entre el tamano de la muestra “n

obtenemos la frecuencia relativa correspondiente.

A manera de teorema podemos decir que la frecuencia relativa es por lo menos

igual a 0 y, cuando més, igual a 1. Ademas, la suma de todas las frecuencias

relativas en una muestra siempre es igual a 1.
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1.3 Presentacion grafica de datos

Es importante construir graficas de diversos tipos que permitan explicar mas
facilmente el comportamiento de los datos en estudio. Una grafica permite mostrar,
explicar, interpretar y analizar de manera sencilla, clara y efectiva los datos
estadisticos mediante formas geométricas tales como lineas, areas, volumenes,
superficies, etc. Las graficas permiten ademas la comparacién de magnitudes,

tendencias y relaciones entre los valores que adquiere una variable.

“Un dibujo vale mas que diez mil palabras”, dice el viejo proverbio chino, este
principio es tan cierto con respecto a nimeros como a dibujos. Frecuentemente, es
posible resumir toda la informacion importante que se tiene de una gran cantidad de
datos en un dibujo sencillo. Asi, uno de los métodos mas ampliamente utilizados

para representar datos es mediante graficas.
Histogramas y poligonos de frecuencias

Un histograma de frecuencias es un grafico de rectangulos que tiene su base en
el eje de las abscisas (eje horizontal o eje de las equis), con anchura igual cuando
se trata de representar el comportamiento de una variable discreta y anchura
proporcional a la longitud del intervalo cuando se desea representar una variable
continda. En este ultimo caso, el punto central de la base de los rectangulos equivale

al punto medio de cada clase.

Las alturas de los rectangulos ubicadas en el eje de las ordenadas (de las Y o eje
vertical) corresponde a las frecuencias de las clases. El area de los rectangulos asi

formados es proporcional a las frecuencias de las clases.
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Los histogramas de frecuencias pueden construirse no soélo con las frecuencias

absolutas, sino también con las frecuencias acumuladas y las frecuencias
relativas. En este ultimo caso, el histograma recibe el nombre de Histograma de
frecuencias relativas, Histograma de porcentajes o Histograma de proporciones,

segun el caso.

El histograma es similar al diagrama de barras o rectdngulos, aunque con una
diferencia importante: mientras que en los diagramas soélo estamos interesados en
las alturas de las barras o rectangulos, en el histograma son fundamentales tanto la
altura como la base de los rectangulos, haciendo el area del rectangulo proporcional

a su frecuencia.

Como ya se indico, las variables cualitativas no tienen intervalos de clase por
carecer éstos de sentido. Tampoco en ellas se calcula la frecuencia acumulada; por
lo tanto, para las variables cualitativas sélo existe la construccién de los histogramas
de frecuencia absoluta y los histogramas porcentuales o de frecuencia relativa. Para

variables cualitativas no existe poligono de frecuencias.

Pasos a seguir para la elaboracion de un diagrama de frecuencias (o poligono de

frecuencias) y un histograma.

Considera el siguiente conjunto de datos:

8.98.39.28.49.1
8.68.99.18.88.8
8.89.18.98.78.8
8.99.08.68.78.4
8.69.08.88.99.1
9.49.09.29.18.8
9.19.39.09.28.8
9.78.99.78.39.3
89 88 93 85 89
8.39.28.28.98.7
8.98.88.58.48.0
8.58.78.78.88.8
8.38.68.79.08.7
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8.48.88.48.69.0

9.38.88.58.79.6

8.59.19.08.89.1

8.68.68.49.18.5

9.19.28.88.58.3

9.38.68.78.79.1

8.88.79.09.08.5

8.58.88.98.29.0

9.08.78.78.99.4

8.38.69.28.78.7

8.79.78.99.28.8

8.38.68.58.69.7
Maximo 9.79.79.79.29.2 maximo = 9.7
Minimo 8.38.38.28.28.0 minimo = 8.0

Paso 1. Cuenta el numero de datos en la poblacion o muestra; en este caso son

125 lecturas, por lo tanto, n=125.
Paso 2. Calcula el rango de los datos (R).

Para determinar el rango de los datos lo Unico que se debe hacer es encontrar el
namero mayor y el numero menor de las 125 lecturas que se tienen en la tabla. Para

hacer esto, el doctor Kaouru Ishikawa recomenda lo siguiente:

Se toman filas o columnas, en este caso columnas, y se identifica tanto el valor mas
grande como el méas pequefio por columna. Se anotan los resultados en dos
renglones, uno para los valores maximos y otro para los minimos y de entre estos
nameros se determina nuevamente el mayor y el menor, mismos que seran
identificados como el maximo y minimo de las lecturas en la tabla. En este caso:
MAX = 9.7 y MIN = 8.0. El rango (R) es la diferencia entre éstos valores, por lo que
R=MAX-MIN=9.7-8.0=1.7.

Paso 3. Determina el nimero de clases, celdas o intervalos.

En la construccion de un diagrama de frecuencias o de un histograma es necesario

encasillar las lecturas. Si bien existe una expresion matematica para el calculo del
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namero de clases que debe tener la distribucion de frecuencias, hay un camino mas
practico, el cual sefiala que el nimero de clases no debe ser menor que 6 ni mayor
que 15. En este sentido, si “Q” es la cantidad de clases que tendra el histograma;

se recomienda lo siguiente:

NUumero de lecturas NuUmero de clases

<50 6-8
50 - 100 9-11
100 - 250 8-13

> 250 10-15

Paso 4. Determina el ancho “c” del intervalo.
Para este caso utilizamos la siguiente formula:

R 1.7
=_—=-—=017
Q 10
Generalmente es necesario redondear “c” para trabajar con nimeros mas cémodos.
En esta ocasiéon daremos un valor de ¢=0.20 unidades el cual debe mantenerse

constante a lo largo del rango, que en este caso es de R=1.7
Paso 5. Establece los limites de clase.

En muchos casos esto sucede automaticamente y depende de la costumbre. Por
ejemplo, si se le pregunta su edad a una persona, ésta contestara con el nimero de
afnos que tiene. En este caso, el ancho de clase es automaticamente de un afio,
aunque la persona haya cumplido afios ayer o hace 11 meses. En otras instancias,
la resolucion en los instrumentos de medicién es la que determina el ancho de clase,

aun cuando se siga una regla general para la normalizacion del histograma. En el
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ejemplo, la lectura menor fue de 8.0 por lo que se podria tomar éste como el limite

inferior de la primera clase, y al sumar al valor de 8.0 el ancho de clase “c” se tendria

el limite inferior del segundo intervalo y asi sucesivamente hasta que todos los

valores de la tabla queden contenidos.

Paso 6. Construye la distribucién de frecuencias:

Clase Limite de clase Marca de clase Frecuencia Total

1 8.00-819 8.1 1
2 8.20-839 8.3 [T 9
3 8.40-859 8.5 FEETE T 16
4 8.60-879 8.7 LT THEE FEEEE TEE TO 27
) 8.80-8.99 8.9 TCEE FROEE FRREE TR feee e 31
6 9.00-9.19 9.1 CEEE FRREE FEE TR 1 23
7 9.20-9.39 9.3 T T 12
8 9.40-9.59 9.5 [l 2
9 9.60-9.79 9.7 [ 4
10 9.80-9.99 9.9 0
Suma de " =N = =125

Tabla de distribucion de frecuencias

Al graficar los datos anteriores obtenemos la siguiente figura:
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Frecuencia
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80 82 B4 B6 B8 90 92 94 96 98
Figura 1-3 Unidaces

Histograma de frecuencias

La forma mas habitual de representar la informacion contenida en una tabla es a
partir de un sistema de ejes cartesianos. Hay, no obstante, otras formas de
representar datos, como posteriormente veremos, que estan basicamente
orientadas a caracteristicas no cuantitativas o atributos. Para hacer méas clara la
exposicion de las diferentes representaciones gréficas, distinguiremos las

referentes a dos tipos de distribuciones:
eDistribuciones sin agrupar
eDistribuciones agrupadas en intervalos
Graficos para distribuciones de frecuencias no agrupadas
Para representar este tipo de distribuciones, los graficos mas utilizados son:

El diagrama de barras, que se emplea para distribuciones tanto de variables
estadisticas como de atributos.

El diagrama circular, que es el mas comunmente utilizado para distribuciones de

atributos.

El pictograma y el cartograma.
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d) Diagrama en escalera, empleado para frecuencias acumuladas.

Gréficos )
Se divida en
Diagrama Diagrama Pictogramay Diagrama en

de barras circular cartograma escalera

a) Diagrama de barras

Es la mas sencilla de las gréficas; representa los datos mediante una barra o
columna, que puede colocarse horizontal o verticalmente. Permite comparar las
proporciones que guardan cada una de las partes con respecto al todo, por lo que
pueden construirse usando valores absolutos, proporciones o, bien, porcentajes.
Suelen utilizarse cuando se comparan graficamente las distribuciones de iguales
conceptos en dos 0 mas periodos. Asimismo, constituye la representacion gréafica

mas utilizada, por su capacidad para adaptarse a numerosos conjuntos de datos.
La forma de elaborar estos diagramas es la siguiente:

1. Sobre unos ejes de coordenadas se representan en las abscisas los diferentes

valores de la variable y en las ordenadas las frecuencias.

2. Sobre cada valor de la variable se levanta una barra cuya altura sea la frecuencia

correspondiente.
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3. Esta representacion serd un conjunto de barras; por ello se denomina diagrama de

barras.

Diagrama de barras

A partir de este diagrama, es facil darse cuenta en qué valores de la variable se

concentra la mayor parte de las observaciones.

Una variante de este diagrama, mas utilizada quiza por ser mas ilustrativa, es el
diagrama de rectangulos, que representa en el eje de las abscisas los valores de la
variable y en el de las ordenadas las frecuencias. Pero ahora, sobre cada valor de
la variable, se levanta un rectdngulo con base constante y altura proporcional a la

frecuencia absoluta.

Frecuencias

Datos de variables

Diagrama de rectangulos
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Aunque los datos graficos son equivalentes, generalmente se opta por el de

rectangulo por ser, a simple vista, mas ilustrativo.

Ademas, el diagrama de rectangulos es especialmente util cuando se desea
comparar, en un mismo grafico, el comportamiento del fenobmeno en dos o mas
situaciones o @mbitos distintos, para lo cual podemos usar colores, uno por ambito,
y con ello obtener una vision simplificada y conjunta de lo que ocurre en ambos
casos por tratar. Ejemplo de analisis comparativo que puede ser representado con

rectangulos en dos tonos.

b) Diagrama circular

100
90
80
70
60
50
40
30

20 A

10 :‘7
Q

OEste 20.4 274 90 204

ONorte 45.9 46.9 45 43.9

Diagrama de rectangulos

Esta representacion grafica es especialmente adecuada en aquellos casos en que
se desea que los datos estadisticos lleguen a todo tipo de persona, incluso a las

que no tienen por qué tener una formacion cientifica.

Este tipo de diagrama muestra la importancia relativa de las diferentes partes que

componen un total. La forma de elaborarlo es la siguiente:

Se traza un circulo.
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A continuacion, se divide éste en tantas partes como componentes haya; el tamafio
de cada una de ellas serd proporcional a la importancia relativa de cada
componente. En otras palabras, como el circulo tiene 360°, éstos se reparten

proporcionalmente a las frecuencias absolutas de cada componente.

DArea A
BArea B
DArea C

DArea D

Gréfica circular o pastel

La ventaja intrinseca de este tipo de representaciones no debe hacer olvidar que

plantea ciertas desventajas que enumeramos a continuacion:
Requiere calculos adicionales.

Es mas dificil comparar segmentos de un circulo que comparar alturas de un

diagrama de barras.

No da informacion sobre las magnitudes absolutas, a menos que las incorporemos

en cada segmento.
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c1) Pictograma

Es otra forma de representar distribuciones de frecuencias. Consiste en tomar como
unidad una silueta o simbolo que sea representativo del fendbmeno que se va a

estudiar.

Por ejemplo:

@ = 100 viviendas

Y para representar 300 viviendas

@ @ @ = 300 viviendas

c2) Cartograma

Son especialmente (tiles en estudios de caracter geografico. La forma de
construirlos es la siguiente: se colorea o se raya con colores e intensidades
diferentes los distintos espacios 0 zonas (que pueden ser comunidades autbnomas,
provincias, rios, etc.) en funcién de la mayor o menor importancia que tenga la

variable o atributo en estudio.

B 47 de 258




¥ &%, Licenciatura: Informatica
d e
2\ SUAYED

Ganadores en México

lLos proveedores extranjeros estan
desplazando a la industria nacional.
Asi se reparten el mercado.

Pais de origen de las importaciones
(2001)

EUy Canada '

o,
68% Corea del Sur,

China y Taiwan
12%

Chile, Braslil
Argentina,
Venezuela
vy Colombia

9%
|
1
=S Japoén
esto del o,
mundo 4%
7%
FUENTE: Cdmara Naclonal de la Industria Hulera (CNIH)

Fuente: Revista Expansion, num. 852 (octubre 30 del 2002), p. 69.

d) Diagrama en escalera

Su nombre responde a gue la representacion tiene forma de escalera. Se utiliza
para representar frecuencias acumuladas. Su construccion es similar a la del

diagrama de barras; y se elabora de la forma siguiente:

e En el eje de las abscisas se miden los valores de la variable o las modalidades del

atributo; en el de las ordenadas, las frecuencias absolutas acumuladas.

e Se levanta, sobre cada valor o modalidad, una barra, cuya altura es su frecuencia

acumulada.
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Por dltimo, se unen mediante lineas horizontales cada frecuencia acumulada a la

barra de la siguiente.

Los pasos anteriores conducen a la escalera; la ultima ordenada correspondera al

numero total de observaciones.

50
45
40
35
30
25
20 | p-n=ssas=see
15
10

Diagrama en escalera

Gréficas para distribuciones de frecuencias agrupadas en clases

Para distribuciones agrupadas en intervalos existen basicamente tres tipos de
representaciones graficas: el histograma, el poligono de frecuencias y las ojivas.

Poligono de frecuencias

Es un gréfico de linea que se construye, sobre el sistema de coordenadas
cartesianas, al colocar sobre cada marca de clase un punto a la altura de la
frecuencia asociada a esa clase; posteriormente, estos puntos se unen por
segmentos de recta. Para que el poligono quede cerrado se debe considerar un

intervalo mas al inicio y otro al final con frecuencias cero.
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Poligono de frecuencias

Ojivas

Si en lugar de frecuencias absolutas utilizamos las acumuladas, obtendremos, en
vez del histograma, una representacion grafica en forma de linea creciente que se
conoce con el nombre de ojiva. Estos graficos son especialmente adecuados
cuando se tiene interés en saber cuantas observaciones se acumulan hasta
diferentes valores de la variable, esto es, cuantas hay en la zona izquierda o inferior

del limite superior de cualquier intervalo.

La ojiva es el poligono que se obtiene al unir por segmentos de recta los puntos
situados a una altura igual a la frecuencia acumulada a partir de la marca de clase,

en la misma forma en que se realizé para construir el poligono de frecuencias.

La ojiva también es un poligono que se puede construir con la frecuencia acumulada

relativa.
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Ligero pesimismo
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Ojivas Fuente: Revista Expansion, num. 852, (octubre 30 del
2002), p. 14.

En los siguientes ejemplos se observan los tipos de gréficas estudiadas:
Columnas

Este tipo de graficas nos permite visualizar informacién de categorias con mucha
facilidad.

Bicicletas. Ventas por tienda

60
50
% 20 DEste
5 % @ Oeste
20 ONorte
10
0 ‘ ‘ ‘
A B Vetas D
ler 2do 3er 4to
trim.  trim.  trim.  trim.
Diagrama de columnas
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Barras

Tiene la misma utilidad que el de columnas, pero en este caso con un formato

horizontal.
Bicicletas. Ventas por tienda

]

2 c

-E DSeriesl

A
0 20 40 60
Unidades
Diagrama de barras

Circular

Presenta de una manera muy objetiva las proporciones que tiene cada una de las

categorias en el total, como si fueran las tajadas de un pastel.

Bicicletas. Ventas por tienda

OTienda A

BTienda B

OTienda C

OTienda D

Diagrama circular
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1.4 Medidas de tendencia central

Hemos visto que tanto las tablas como las graficas pueden sernos utiles para
representar y comprender informacion numeérica. Existen, sin embargo,
circunstancias en las que ni las tablas ni las graficas nos dan informacion suficiente
para tomar decisiones. En esos casos debemos procesar nuestros datos de
diversas maneras para obtener informacion. A estas medidas se les llama
“parametros” de acuerdo con lo visto en la unidad 1. Se dividen en medidas de

posicion y medidas de dispersion.
Medidas de posicién

Son aquellas que nos definen (0o nos informan) del valor de datos que ocupan
lugares importantes en nuestra distribucion; las podemos dividir de la siguiente

forma: a unas, en medidas de tendencia central y, a otras, en medidas de posicion.

Las medidas de tendencia central son las que nos indican datos representativos

de una distribucién y que tienden a ubicarse en el centro de la misma.

A su vez, las medidas de posicién tienen el objetivo de localizar diversos puntos de
interés ubicados en diversas partes de la distribucién; por ejemplo, el punto que
divide la distribucion en dos partes: a la izquierda (datos méas pequefios), 25% de la
informacion y a la derecha (datos mas grandes), el 75% de la informacion. A este

punto se le denomina primer cuartil o Q1.

A continuacién daremos las definiciones y algunos ejemplos de las medidas de

tendencia central y concluiremos el apartado con las medidas de posicion.

Las medidas de tendencia central que se contemplan en este material son: la media

aritmética, la mediana y la moda.
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Media aritmética

La media aritmética es el promedio que todos conocemos desde nuestros afios de
infancia. Se obtiene sumando todos los datos y dividiendo el total entre el nimero
de datos. Podemos decir entonces que la media aritmética determina como repartir

un total entre N observaciones si el reparto es a partes iguales.

La manera formal de expresar este concepto es la siguiente:

,uzixi/N
i=1

Esta expresion nos dice que la media aritmética, que esta representada por la letra

griega «, se obtiene sumando todos los datos a los que llamamos X subindice i

para, posteriormente, dividir el resultado entre “N”, que es el numero total de datos

con los que se cuenta.

Considera el siguiente ejemplo: Las calificaciones en los dos primeros semestres
de un alumno que estudia la licenciatura en administracion se listan a continuacion:
9,10,8,8,9,7,6, 10, 8, 8,7.

La media aritmética esta dada por la siguiente expresion:
#u=09+10+8+8+9+7+6+10+8+8+7)/11

Haciendo las operaciones encontramos que la media aritmética es

aproximadamente de 8.18.
Mediana

Es el valor que divide la distribucion en dos partes iguales y se le conoce como Md.

Para obtenerla se deben ordenar los datos (puede ser de menor a mayor o
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viceversa, no importa) y se encuentra el dato medio. En el caso de las calificaciones

del estudiante indicadas arriba, los datos ordenados tendrian el siguiente aspecto:
6,7,7,8,8,8,8,9,9,10,10

El dato que divide la distribucion a la mitad se sefiala con una flecha. Este dato
corresponde a la mediana. Como se puede ver a la izquierda del 8 encontramos
cinco datos y, a su derecha encontramos otros cinco datos. Este dato es, entonces,

el correspondiente a la mediana; asi, Md=8.

Si en lugar de un nimero impar de datos (como en nuestro ejemplo anterior), nos
encontramos con un namero par de observaciones, lo que se hace es promediar los

dos datos medios. El procedimiento se muestra en el siguiente ejemplo:

Las ventas diarias de una pequefia tienda durante una corta temporada vacacional
se consignan a continuacién. Ya se ordenaron de menor a mayor para facilitar el

trabajo posterior:

N

3,200; 3,500; 3,650; 3,720; 3,750; 3,810; 3,850; 3,915

Puede verse facilmente que no hay un dato central que divida la distribucion en dos,
por ello se toman los dos datos centrales y se promedian. En este caso la mediana

es de 3,735, que es la media aritmética de los dos datos centrales.
Moda

Es el dato mas frecuente de nuestro conjunto. En el caso de las calificaciones del
estudiante el dato mas frecuente es “8”, como se puede ver si repetimos nuestro

conjunto de datos.

6,7,7,8,8,8,8,9,9,10,10.

¢ 55 de 258




it 5
»?ﬂ’.?.'l' Informatica
»

En el caso de las ventas de la tienda, se puede ver que no hay dos datos iguales;

por lo mismo, este conjunto de datos no tiene moda.

Puede darse el caso, en conjuntos mas grandes de datos, que el “honor” de ser el
valor mas frecuente sea compartido por dos datos. En ese caso se afirma que la
distribucion es bimodal, pues tiene dos modas. Algunos autores llegan a hablar de

distribuciones trimodales e incluso mas.
Cuartiles

Asi como la mediana divide la distribucién de nuestros datos en dos partes iguales,
existen medidas de posicién llamadas cuartiles. Hay tres cuartiles en cada
distribucion de datos; el primer cuartil o Q1 divide la distribucion en dos partes: a
la izquierda esta la cuarta parte (de alli su nombre) o el 25% de los datos. El
segundo cuartil o Q2 se asimila a la mediana y divide la distribucién de nuestros
datos en dos partes iguales. El tercer cuartil o Q3 hace la misma funcion, pues
divide nuestra distribucién de datos en dos partes, la parte izquierda agrupa al 75%
de los datos mas pequefios y la parte derecha el 25% de los datos mas grandes. El

siguiente esquema puede aclarar la situacion de los cuartiles:

02
a1 a3
hid

Posicion de cuartiles

Cada una de las barras color naranja representa un 25% de los datos.

Hay otras dos medidas de posicion que se asemejan al concepto de cuartiles. Se

trata de los “deciles” y los “percentiles”, sélo que éstas son medidas que en lugar
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de separar los datos en grupos de 25% lo hacen en grupos de 10% y de 1%,

respectivamente.

Desde luego, para que los cuartiles, deciles y percentiles tengan algun sentido se

requiere tener conjuntos grandes de datos.

Por ejemplo, no tiene ningun objeto hablar de percentiles si se tienen 14 datos. La
manera de encontrar los cuartiles, deciles o percentiles seria, en teoria, la misma,;
es decir, alinear los datos de menor a mayor y contar cual de ellos es el que cumple
el requisito de dividir la distribucion de la manera que queremos, pero este método
es completamente impréctico, por lo que nos ocuparemos de su obtencion cuando

trabajemos datos agrupados.

1.5 Medidas de dispersidn

Saber cual es el dato central de una distribucién es importante, pero también lo es
saber qué tan concentrada o extendida esta nuestra informacion. Por ejemplo, saber
que una tienda tiene ingresos diarios medios de $10,000 es interesante, pero
ademas es importante saber si todos los dias esas ventas estdn muy cerca de los
diez mil pesos o, en realidad, se alejan mucho. Enseguida damos los datos de dos

tiendas que tienen la misma media de ventas diarias.
Tienda A: $10,000; $10,500; $11,000; $9,000; $9,500.
Tienda B: $10,000; $5,000; $15,000; $19,000; $1,000.

Es facil observar que ambas tiendas tienen las mismas ventas medias ($10,000).
Sin embargo, en la tienda A la planeacion de flujo de efectivo es mas sencilla que
en la tienda B. En la primera podemos contar con un flujo mas o menos constante

de efectivo que nos permite afrontar los compromisos diarios; en la segunda
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podemos tener un flujo muy abundante o casi nada. Eso nos lleva a tener que prever

como invertir excedentes temporales y como cubrir faltantes en el corto plazo.

Las medidas que nos permiten cuantificar la dispersion de los datos son cuatro: el
rango o recorrido, la varianza, la desviacion estandar y el coeficiente de

variacion. A continuacion definimos cada una de ellas.
Rango o recorrido

Es la diferencia entre el dato mayor y el dato menor. En el ejemplo de las tiendas

Sus rangos son:
Tienda A: 11,000 — 9,000 = 2,000.
Tienda B: 19,000 — 1,000 = 18,000.

El rango se expresa frecuentemente con la siguiente formula:
R =Xum—Xnm
En esta formula R representa al rango; Xw al dato mayor y Xm al dato menor.

El rango es una medida de dispersiéon que es muy facil de obtener, pero es un tanto
burda, pues solamente toma en cuenta los datos extremos y no considera los
datos que estan en medio. Para tomar en cuenta todos los datos se inventaron las

medidas de dispersion que son la varianza y la desviacion estandar.
Varianza y desviacion estandar

Supongamos las ventas de las siguientes dos tiendas:

Tienda C: $5,000; $10,000; $10,000; $10,000; $15,000.

Tienda D: $5,000; $6,000; $10,000; $14,000; $15,000.
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Ambas tiendas tienen una media de $10,000 y un rango de $10,000, como
facilmente el alumno puede comprobar; sin embargo, podemos darnos cuenta de
que en la tienda D la informacién esta un poco mas dispersa que en la tienda C,
pues en esta Ultima, si exceptuamos los valores extremos, todos los demas son diez

mil; en cambio, en la tienda D existe una mayor diversidad de valores.
Un enfoque que nos puede permitir tomar en cuenta todos los datos es el siguiente:

Supongamos que deseamos saber qué tan alejado est4 cada uno de los datos de
la media. Para ello podemos sacar la diferencia entre cada uno de los datos y esa
media para, posteriormente, promediar todas esas diferencias y ver, en promedio,
gué tan alejado esta cada dato de la media ya citada. En la siguiente tabla se realiza

ese trabajo.

Tienda C Tienda D

Datos | Cadadato menos la
media media

5,000 |5,000 - 10,000 =-5,000| 5,000 |5,000 - 10,000 =-5,000
10,000 10,000 - 10,000 =0 6,000 {6,000 - 10,000 =-4,000
10,000 10,000 — 10,000 =0 10,000 10,000 - 10,000 =0
10,000 10,000 - 10,000 =0 14,000 |{14,000 - 10,000 = 4,000
15,000 (15,000 - 10,000 =5,000| 15,000 |15,000 - 10,000 = 5,000

Suma=0 Suma=0

Tabla de desviaciones de datos

Como se puede apreciar la suma de las diferencias entre la media y cada dato tiene
como resultado el valor cero, por lo que, entonces, se elevan las diferencias al

cuadrado para que los resultados siempre sean positivos.

A continuacion se muestra este trabajo y la suma correspondiente.
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Tienda C Tienda D
Datos Cada dato Cuadrado de | Datos Cada dato Cuadrado de
menos la media lo anterior menos la media lo anterior

5,000 5,000 25,000,000 5,000 -5,000 25,000,000

10,000 0 0 6,000 —4,000 16,000,000

10,000 0 0 10,000 0 0

10,000 0 0 14,000 4,000 16,000,000

15,000 5,000 25,000,000 15,000 5,000 25,000,000
SUMA 0 50,000,000 SUMA 0 82,000,000

Tabla de desviaciones cuadraticas

En este caso, ya la suma de las diferencias entre cada dato y la media elevadas al

cuadrado nos da un valor diferente de cero con el que podemos trabajar. A este

altimo dato (el de la suma), dividido entre el numero total de datos lo conocemos

como varianza (o variancia, segun el libro que se consulte).

De acuerdo con lo anterior, tenemos que la varianza de los datos de la tienda C es

igual a 50, 000,000/5, es decir 10, 000,000. Siguiendo el mismo procedimiento

podemos obtener la varianza de la tienda D, que es igual a 82, 000,000/5, es decir,
16, 500,000.

Es en este punto cuando nos podemos percatar que la varianza de la tienda D es

mayor que la de la tienda C, por lo que la informacién de la primera de ellas (D) esta

mas dispersa que la informacién de la segunda (C). En resumen:

La varianza es la medida de dispersion que corresponde al promedio

aritmético de las desviaciones cuadraticas de cada valor de la variable,

La expresion algebraica que corresponde a este concepto es la siguiente:

con respecto a la media de los datos.
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En donde:
o? es la varianza de datos.

Z indica una sumatoria.

X; variable o dato.
4 media de datos.

N ndmero de datos en una poblacién.

La varianza es una medida muy importante y tiene interesantes aplicaciones
tedricas. Sin embargo, es dificil de comprender de manera intuitiva, entre otras
cosas porque al elevar las diferencias entre el dato y la media al cuadrado, las
unidades de medida también se elevan al cuadrado y no es nada facil captar lo que
significan, por ejemplo, pesos al cuadrado (o en algun otro problema focos al
cuadrado). Por ello se determiné obtener la raiz cuadrada de la varianza. De esta
manera las unidades vuelven a expresarse de la manera original y su sentido es

menos dificil de captar.

La raiz cuadrada de la varianza recibe el nombre de desviacién estandar o

desviacion tipica.

En el caso de nuestras tiendas, las desviaciones estandar son para la tienda C
$3,162.28 y para la tienda D $4,062.02.

La féormula para la desviacién estandar es:

N

o= [~ ) IN

1
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El alumno podré observar que la sigma ya no esté elevada al cuadrado, lo que es
l6gico, pues si la varianza es sigma al cuadrado, la raiz cuadrada de la misma es,
simplemente sigma. Es importante precisar que ésta es la formula de la desviacion

estandar para una poblacion.

En estadistica inferencial es importante distinguir los simbolos para una muestra y
para una poblacién. La desviacién estandar para una muestra tiene una formula

cuyo denominador es (n—1) siendo “n” el tamafio de la muestra.

El estudiante debera notar que al total de la poblacion se le denota con “N”

mayuscula y al total de datos de la muestra se le denota con “n” minuscula.
El coeficiente de variacion

Dos poblaciones pueden tener la misma desviacion estandar y, sin embargo,
podemos percatarnos intuitivamente que la dispersion no es la misma para efectos

de una toma de decisiones.

El siguiente ejemplo aclara estos conceptos.

Un comercializador de maiz vende su producto de dos maneras distintas:
a) En costales de 50 kg.

b) A granel, en sus propios camiones repartidores que cargan 5 toneladas
(5,000 kg).

Para manejar el ejemplo de manera sencilla, supongamos que en un dia
determinado solamente vendio tres costales y que ademas salieron tres camiones
cargados; para verificar el trabajo de los operarios, se pesaron tanto unos como
otros en presencia de un supervisor. Sus pesos, la media de los mismos y sus
desviaciones estandar aparecen en la siguiente tabla (como ejercicio, el alumno

puede comprobar las medias y las desviaciones estandar calculandolas él mismo):
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Peso de los costales Peso de los camiones

40 Kg 4,990 Kg
50 Kg 5,000 Kg
60 Kg 5,010 Kg

Tabla de datos
e Media de los costales 50 kg.
e Media de los camiones 5,000 kg.
e Desviacion estandar de los costales 8.165 kg.
e Desviacion estandar de los camiones 8.165 kg.

Podemos percatarnos de que las variaciones en el peso de los camiones son muy
razonables, dado el peso que transportan. En cambio, las variaciones en el peso de
los costales son muy grandes, en relacion con lo que deberia de ser. Los operarios
gue cargan los camiones pueden ser felicitados por el cuidado que ponen en su
trabajo, en cambio podemos ver facilmente que los trabajadores que llenan los
costales tienen algun problema serio, a pesar de que la variacion (la desviacion

estandar) es la misma en ambos casos.

Para formalizar esta relacion entre la variacion y lo que debe de ser, se trabaja el
coeficiente de variacion o dispersion relativa, que no es otra cosa que la desviacion
estandar entre la media y todo ello por cien. En férmula lo expresamos de la

siguiente manera:

CV.=(o/ 1)100

donde:

CV. coeficiente de variacion.
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O desviaciéon estandar.
£ media de la poblacion.

En el caso de los costales tendiamos que C.V.= (8.165/50)100=16.33, lo que nos
indica que la desviacion estandar del peso de los costales es de 16.33% del peso

medio (una desviacion significativamente grande).
Por otra parte, en el caso de los camiones, el coeficiente de variacion nos arroja:

C.V.= (8.165/5000)100= 0.1633, lo que nos indica que la desviacion estandar del
peso de los camiones es de menos del uno por ciento del peso medio (una

desviacion realmente razonable).
Datos agrupados en clases o eventos

Cuando se tiene un fuerte volumen de informacion y se debe trabajar sin ayuda de
un paquete de computacion, no es practico trabajar con los datos uno por uno, sino
que conviene agruparlos en subconjuntos llamados “clases”, ya que asi es mas

cémodo manipularlos aunque se pierde alguna precision.

Imagine que se tienen 400 datos y el trabajo que representaria ordenarlos uno por
uno para obtener la mediana. Por ello se han desarrollado técnicas que permiten el
trabajo rapido mediante agrupamiento de datos. A continuacion se dan algunas
definiciones para, posteriormente, pasar a revisar las técnicas antes citadas.

Clase: Cada uno de los subconjuntos en los que dividimos nuestros datos.
Numero de clases: Debemos definirlo con base en el nimero total de datos.

Hay varios criterios para establecer el nimero de clases. Entre ellos, que el nimero

de clases es aproximadamente...

e |a raiz cuadrada del nimero de datos.
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e el logaritmo del niumero de datos entre el logaritmo de 2.

Normalmente se afirma que las clases no deben ser menores que cinco ni mayores
qgue veinte. De cualquier manera, el responsable de trabajar con los datos puede

utilizar su criterio.

A continuacion se dan algunos ejemplos del nUmero de clases que se obtienen

segun los dos criterios antes sefialados.

Numero de NUumero de clases
datos (Criterio de la raiz cuadrada) (Criterio del logaritmo)
50 Aproximadamente 7 6
100 Aproximadamente 10 7
150 Aproximadamente 12 7
200 Aproximadamente 14 8

Tabla de NiUmero de clases segin nimero de datos

Supongamos que tenemos 44 datos —como en el caso de la tabla que se presenta
a continuacibn—, que corresponden a las ventas diarias de una pequefa
miscelanea. Si seguimos el criterio de los logaritmos, el numero de clases seré:
logaritmo de 44 entre logaritmo de 2, esto es, log 44 / log 2= 1.6434/0.3010 = 5.46,

es decir, aproximadamente 5 clases.

Miscelanea "La Esperanza"

Ventas de 44 dias consecutivos

Dia Venta Dia Venta Dia Venta Dia Venta
1 508 12 532 23 763 34 603
2 918 13 628 24 829 35 890
3 911 14 935 25 671 36 772
4 639 15 606 26 965 37 951
5 615 16 680 27 816 38 667
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6 906 17 993 28 S 39 897
7 638 18 693 29 846 40 742
8 955 19 586 30 773 41 1000
9 549 20 508 31 547 42 800
10 603 21 885 32 624 43 747
11 767 22 590 33 524 44 500

Tabla de ventas
Ancho de clase

Es el tamafio del intervalo que va a ocupar cada clase. Se considera que el ancho
de clase se obtiene dividiendo el rango entre el nUmero de clases. Asi, en el ejemplo
de la misceldnea nuestro dato mayor es 999.70, nuestro dato menor es 500 y
anteriormente habiamos definido que necesitdbamos cinco clases, por lo que el
ancho de clase es el rango (499.70 o practicamente 500) entre el nUmero de clases

(5). Por tanto, el ancho de clase es de 100.
Limites de clase

Es el punto en el que termina una clase y comienza la siguiente. En el ejemplo del

parrafo anterior podemos resumir la informacion de la siguiente manera:
Primera clase: comienza en 500 y termina en 600

Segunda clase: comienza en 600 y termina en 700

Tercera clase: comienza en 700 y termina en 800

Cuarta clase: comienza en 800 y termina en 900

Quinta clase: comienza en 900 y termina en 1,000

Estas clases nos permitiran clasificar nuestra informacién. Si un dato, por ejemplo,

tiene el valor de 627.50, lo colocaremos en la segunda clase. El problema que tiene

¢ 66 de 258




%]tl'g { % Licenciatura: Informatica
o SUAJED = -

esta manera de clasificar la informacion es que en los casos de datos que caen
exactamente en los limites de clase, no sabriamos en cual de ellas clasificarlos. Si
un dato es exactamente 700, no sabriamos si debemos asignarlo a la segunda o a
la tercera clase. Para remediar esta situacion existen varios caminos, pero el mas
practico de ellos (y el que usaremos para los efectos de este trabajo) es el de hacer

intervalos abiertos por un lado y cerrados en el otro.

Esto se logra de la siguiente manera:

Incluye datos Incluye datos menores
Iguales o mayores a: a:
600
Segunda 600 700
Tercera 700 800
Cuarta 800 900
Quinta 900 1000

Tabla de clases

Como vemos, los intervalos de cada clase estan cerrados por la izquierda y abiertos
por la derecha. Se puede tomar la decisién inversa y dejar abierto el intervalo del
lado izquierdo y cerrado del lado derecho. Este enfoque se ejemplifica en la

siguiente tabla.

Incluye datos mayores Incluye datos menores

a o iguales a:
Primera 500 600
Segunda 600 700
Tercera 700 800
Cuarta 800 900
Quinta 900 1000

Tabla de clases
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En lo Unico que se debe tener cuidado es en no excluir alguno de nuestros datos al
hacer la clasificacion. En el caso de la ultima tabla, por ejemplo, excluimos a los
datos cuyo valor es exactamente de 500. Podemos dejarlo asi partiendo de la base
de que esto no tendra impacto en nuestro trabajo, o bien podemos ajustar los limites
para dar cabida a todos los datos. A continuacién se presenta un ejemplo de esta

segunda alternativa.

Incluye datos iguales o Incluye datos menores

mayores a: a:

Primera 599.99
Segunda 599.99 699.99
Tercera 699.99 799.99
Cuarta 799.99 899.99
Quinta 899.99 999.99

Tabla de clases

De esta manera, tenemos contemplados todos nuestros datos. El investigador
debera definir cual criterio prefiere con base en el rigor que desea y de las
consecuencias practicas de su decision.

Posteriormente, conforme desarrollemos el ejemplo, se vera el impacto por elegir
una u otra de las alternativas.

Marca de clase

La marca de clase es, por asi decirlo, la representante de cada clase. Se obtiene
sumando el limite inferior y el superior de cada clase y promediandolos. A la marca

de clase se le conoce como Xi. En nuestro ejemplo se tendria:
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Incluye datos iguales  Incluye datos Marca de clase (Xi)
0 mayores a: menores a:

Clase

Primera

\ (500+600)/2=550
Segunda \ (600+700)/2=650
Tercera \ (700+800)/2=750

Cuarta (800+900)/2=850

1000 (900+1000)/2=950
Marcas de clase

Quinta 900

Estas serian las marcas si las clases se construyen como en la primera tabla de

clases.

Si se aplica el criterio de la tercera tabla, las marcas quedarian como sigue:

Incluye datos
Incluye datos

iguales o Marca e clase (Xi)
menores a:
mayores a:
Primera 499.99 599.99 (499.99+599.99)/2=549.99
Segunda 599.99 699.99 (599.99+699.99)/2=649.99
Tercera 699.99 799.99 (699.99+799.99)/2=749.99
Cuarta 799.99 899.99 (799.99+899.99)/2=849.99
Quinta 899.99 999.99 (899.99+999.99)/2=949.99

Marcas de clase

Podemos ver que la diferencia entre la marca de clase de las dos primeras tablas y
la tercera es de solamente un centavo. Veremos en el resto del ejemplo las

consecuencias que tiene esa diferencia en el desarrollo del trabajo.
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Una vez que se tiene la “armadura” o estructura en la que se van a clasificar los

datos, se procede a clasificarlos. Para esto usaremos una de las clasificaciones ya

especificadas:
Incluye datos Incluye datos Conteo de Frecuencia en
Clase : menores o clase
mayores a: : ) casos .
iguales a: (Fi)
Primera 500 600 (RN 11
Segunda 600 700 R 11
Tercera 700 800 i 7
Cuarta 800 900 i 6
Quinta 900 1000 [T 9
Total: 44

Tabla de frecuencias

Para calcular las medidas de tendencia central y de dispersion en datos agrupados
en clases se utilizan férmulas similares a las ya estudiadas y la Unica diferencia es

gue se incluyen las frecuencias de clase.
A continuacién se maneja un listado y un ejemplo de aplicacion:
Medidas de tendencia central

a) Media:
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En donde:
Xi es la marca de clase.

fi es la frecuencia de clase.

N es el nUmero de clases.

N es el nUmero de datos.

b) Mediana:

N, —F
Md = L, +—A -

M

A
En donde:

I—M es el limite inferior del intervalo que contiene a la mediana.

FM es la frecuencia acumulada hasta el intervalo que contiene a la mediana.

fM es la frecuencia absoluta del intervalo que contiene a la mediana.

I es el ancho del intervalo que contiene a la mediana.
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c) Moda o modo:

d=f, —f
Mo = LMo —I——d1 gt Moo
d1+d2 dz = fMo_ fz

En donde:

I—Mo es limite inferior del intervalo que contiene el modo.

d1 es la diferencia entre la frecuencia de clase ( fMo ) del intervalo que contiene

ala moda y la frecuencia de la clase inmediata anterior ( fl) .

d2 es la diferencia entre la frecuencia de clase ( fMo ) del intervalo que contiene

a la moday la frecuencia de la clase inmediata posterior ( fz)

Medidas de dispersion

a) Rango: Es la diferencia entre el limite superior del ultimo intervalo de clase y el

limite inferior del primer intervalo de clase.

b) Varianza:

En donde:

Xi es la marca de clase.
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fi es la frecuencia de clase.

X esla media.

N es el namero de datos.

c) Desviacion estandar:

d) Coeficiente de variacion:

cv.=2
X

Se puede utilizar indistintamente la simbologia de estadisticos o parametros, si no
es necesario distinguir que los datos provienen de una muestra o de una poblacién.
En la estadistica inferencial si es importante manejar esta distincion ya que se

trabaja con muestras para inferir los parametros poblacionales.
En el ejemplo siguiente se muestra la utilizacion de las férmulas descritas:

En un laboratorio se estudiaron 110 muestras para determinar el niamero de
bacterias por cm®* de agua contaminada en diversas localidades de un estado del
pais. En la siguiente tabla de trabajo, se muestran las frecuencias encontradas f;

y los diversos calculos para determinar las medidas de tendencia central y de

dispersiéon de estas muestras:
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Limites reales | Xi fi fi acum | % fi (Xi - 7)2 f;
50-55 52.5 4 4 210.0 2,260.57
55 -60 57.5 7 11 402.5 2,466.91
60 — 65 62.5 9 20 562.5 1,707.19
65-70 67.5 12 32 810.0 923.53
70-75 72.5 15 47 1,087.5 213.50

Md 75 - 80 77.5 18 65 1,395.0 27.11
Mo 80 — 85 825 | 20 85 1,650.0 775.58
85-90 87.5 13 98 1,137.5 1,638.67
90 -95 92.5 7 105 647.5 1,843.27
95 -100 97.5 5 110 487.5 2,252.99
SUMA 110 8,390.0 14,109.32
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Medidas de tendencia central
a) Media:

N

in f
&7 83900
n

=176.27

x|

El promedio de agua contaminada de todas las muestras es de 76.27 bacterias por

cm’.

b) Mediana:

N, _F
Md:LM+@-i 75 5518475 77.22

Se identifica el intervalo que contiene a la mediana (75 — 80) y las frecuencias del
limite superior del intervalo anterior del que contiene a la mediana (47) y la

frecuencia del propio intervalo (18).

El punto medio de estas muestras es de 77.22 bacterias por cm’.

c) Moda o modo:

d
Mo =L, +——:-i
Y d,+d, d,=f,, —f,
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d=20-18=2  f, =18

2 .

El valor modal se encuentra en el intervalo 80 — 85 y exactamente corresponde a

80.11 bacterias por cm’.

Medidas de dispersion

a) Rango: 100 — 50 = 50. La diferencia es de 50 bacterias por cm® entre la muestra

menos contaminada y la mas contaminada.

b) Varianza:

_\2
o D (% =%)f _ 1410932 0
110

La desviacién cuadratica de las muestras con respecto a su media es de 128.7

bacterias por cm’.

c) Desviacion estandar:

o =+/128.27 =11.32

La desviacion lineal de las muestras con respecto a su media es de 11.32 bacterias

por cm’.
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d) Coeficiente de variacion:

= 11.32 =0.148=14.8%

76.27

V.. =

|| Q

Este resultado indica que el promedio de la desviacion de los datos con respecto a
su media se encuentran en un porcentaje aceptable (<25%) para utilizar esta

distribucién para fines estadisticos.

1.6 Teorema de Tchebysheff

y regla empirica

El teorema de Tchebysheff y la regla empirica nos permiten inferir el porcentaje de
elementos que deben quedar dentro de una cantidad especifica de desviaciones
estandar respecto a la media. Ambas herramientas se utilizan principalmente para
estimar el nimero aproximado de datos que se encuentran en determinadas areas

de la distribucion de datos.

Teorema de Tchebysheff o (Chebyshev).

1

k7 de los elementos en cualquier conjunto de datos debe estar

1-—

Cuando menos

a menos de “k” desviaciones estandar de separacion respecto a la media, “k” puede

ser cualquier valor mayor que 1.

Por ejemplo, veamos algunas implicaciones de este teorema con k=2, 3, y 4

desviaciones estandar:
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e cuando menos el 0.75 o 75% de los elementos deben estar a menos de
z=2 desviaciones estandar del promedio.
e cuando menos el 0.89 u 89% de los elementos deben estar a menos de
z=3 desviaciones estandar del promedio.
e cuando menos el 0.94 o0 94% de los elementos deben estar a menos de
z=4 desviaciones estandar del promedio.

Ejemplo 1. Supongamos que las calificaciones de 100 alumnos en un examen
parcial de estadistica tuvieron un promedio de 70 y una desviacion estandar de 5.
¢ Cuéntos alumnos tuvieron calificaciones entre 60 y 80? ¢ Cuantos entre 58 y 827

Solucién:

Para las calificaciones entre 60 y 80 vemos que el valor de 60 esta a 2 desviaciones
estandar abajo del promedio y que el valor de 80 esta a 2 desviaciones estandar

arriba.

Al aplicar el teorema de Tchebysheff, cuando menos el 0.75 o 75% de los elementos
deben tener valores a menos de dos desviaciones estandar del promedio. Asi,
cuando menos 75 de los 100 alumnos deben haber obtenido calificaciones entre 60
y 80.

Para las calificaciones entre 58 y 82, el cociente (58-70)/5=2.4 indica que 50 esta a
2.4 desviaciones estandar abajo del promedio, en tanto que (82-70)/5=2.4 indica
gue 82 esta a 2.4 desviaciones estandar arriba del promedio. Al aplicar el teorema
de Tchebysheff con z=2.4 tenemos que:

1 1

1- = =1-

=0.826
k? 2.4°
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Cuando menos 82.6% de los alumnos deben tener calificaciones entre 58 y 82.

Como podemos ver, en el teorema de Tchebysheff se requiere que z sea mayor

gue uno, pero no necesariamente debe ser un entero.

Una de las ventajas del teorema de Tchebysheff es que se aplica a cualquier

conjunto de datos, independientemente de la forma de la distribucion de los mismos.

Sin embargo, en las aplicaciones practicas se ha encontrado que muchos conjuntos
de datos tienen una distribucion en forma de colina o de campana, en cuyo caso se

dice que tienen una distribucién normal.

Cuando se cree que los datos tienen aproximadamente esa distribucion se puede
aplicar la regla empirica para determinar el porcentaje de elementos que debe estar

dentro de determinada cantidad de desviaciones estandar respecto del promedio.
Laregla empirica

La regla empirica dice que para conjuntos de datos que se distribuyen de una

manera normal (en forma de campana):

e aproximadamente 68% de los elementos estdn a menos de una desviacion

estandar de la media.

¢ aproximadamente 95% de los elementos estan a menos de dos desviaciones

estandar de la media.

e casi todos los elementos estan a menos de tres desviaciones estandar de la

media.

Ejemplo 2: En una linea de produccion se llenan, automaticamente, envases de
plastico con detergente liquido. Con frecuencia, los pesos de llenado tienen una

distribucion en forma de campana. Si el peso promedio de llenado es de 16 onzas
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y la desviacion estdndar es de 0.25 onzas, se puede aplicar la regla empirica para

sacar las siguientes conclusiones:

e aproximadamente 68% de los envases llenos tienen entre 15.75 y 16.25 onzas
(esto es, a menos de una desviacion estandar del promedio).

e aproximadamente 95% de los envases llenos tienen entre 15.50 y 16.50 onzas

(esto es, a menos de dos desviaciones estandar del promedio).

e casi todos los envases llenos tienen entre 15.25 y 16.75 onzas (esto es, a menos
de tres desviaciones estandar del promedio).

El estudio y conocimiento de una adecuada recoleccion, analisis y procesamiento
de datos, constituyen una plataforma béasica para profundizar en otros

requerimientos estadisticos de orden superior.

La presentacion gréfica de datos es muy Gtil para visualizar su comportamiento y
distribucion y también para determinar la posicién de las medidas de tendencia

central y la magnitud de su dispersion.

Por lo tanto el dominio que se alcance para calcular estas medidas de datos no
agrupados y datos agrupados en clases, asi como su correcta interpretacion,
ayudaran a tomar mejores decisiones en cualquier ambito personal, social o

profesional.
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RESUMEN

La estadistica descriptiva es una herramienta matematica que conjuga una serie de
indicadores numeéricos y graficos, asi como los procedimientos con que éstos se
construyen, para descubrir y describir, en forma abreviada y a través de simbolos
precisos, la estructura inmersa en el conjunto de datos. Se dice que se conoce la

estructura cuando se sabe:
a) Lo que ocurre en ciertos puntos especificos de la distribucion de los datos.
b) En qué medida los valores de las observaciones difieren.
c) La forma general de la distribucion de los datos.

La confiabilidad y relevancia de los indicadores depende en buena medida de una
adecuada definiciébn del objeto bajo estudio y de la medicién correcta de sus
atributos. De hecho, se puede decir que segun la manera en que se midan los

atributos dependera el tipo de indicador que se puede construir.
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OBJETIVO PARTICULAR

El alumno identificara los diferentes enfoques de probabilidad y su interpretacion

para la toma de decisiones.

TEMARIO DETALLADO
(12 horas)

2. Teoria de la probabilidad

2.1. Interpretaciones de la probabilidad
2.1.1. Tedrica o clasica
2.1.2. La probabilidad como frecuencia relativa
2.1.3. Interpretacién subjetiva de la probabilidad
2.2. Espacio muestral y eventos
2.3. Los axiomas de la probabilidad
2.4. Laregla de la suma de probabilidades
2.5. Tablas de contingencias y probabilidad condicional
2.6. Independencia estadistica
2.7. La regla de multiplicacion de probabilidades

2.8. Teorema de Bayes
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INTRODUCCION

Dicen que solamente existen dos cosas en la vida que con toda seguridad habremos
de enfrentar: los impuestos y la muerte. Todos los demas eventos pueden o no
sucedernos; es decir, tenemos un cierto nivel de duda sobre su ocurrencia. Para
tratar de cuantificar el nivel de duda (o de certeza) que tenemos de que ocurra un
determinado fendmeno se cred la teoria de la probabilidad. En esta unidad nos

concentraremos en lo que se conoce como probabilidad basica.

En ella no existen muchas formulas a las cuales recurrir, aunque si existen desde
luego algunas expresiones algebraicas. La mayor parte de los problemas se
resuelven mediante la aplicacion de un reducido conjunto de principios basicos y de
algo de ingenio. Para ello es indispensable entender claramente el problema en si,

por lo que la lectura cuidadosa y critica es indispensable.

A reserva de ahondar mas en el tema, podemos adelantar que la probabilidad
siempre es un numero entre cero y uno. Mientras mas probable sea la ocurrencia
de un evento mas se acercara a uno; mientras mas improbable sea, se acercara

mMas a cero. Las razones de ello se explican en la siguiente seccion de este tema.

Es necesario, por ultimo, advertir sobre la presentacion de datos. Al ser la
probabilidad un nimero entre cero y uno es frecuente expresarla en porcentaje. A
la mayoria se nos facilita mas la comprensién cuando la cantidad esta expresada
de esta ultima manera. Si decimos, por ejemplo, que la probabilidad de que llueva
hoy es de 10%, damos la misma informacion que si decimos que la probabilidad de
qgue llueva hoy es de 0.10. Ambas maneras de presentar la informaciéon son

equivalentes.
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2.1. Interpretaciones de la
probabilidad

Para determinar la probabilidad de un suceso podemos tomar dos enfoques. El
primero de ellos se denomina objetivo y tiene, a su vez, dos enfoques, que a

continuacion se detallan.

2.1.1. Tedrica o clasica

En el enfoque tedrico, clasico o a priori (es decir, antes de que ocurran las cosas)
se parte de la base de que se conocen todos los resultados posibles y a cada uno
de ellos se les asigna una probabilidad de manera directa sin hacer experimento o

medicion alguna.

Frecuentemente decimos que al arrojar una moneda existen 50% de probabilidades
de que salga aguila y 50% de probabilidades de que salga sol, basandonos en el
hecho de que la moneda tiene dos caras y que ambas tienen las mismas
probabilidades de salir. Igual camino seguimos al asignar a cada cara de un dado
la probabilidad de un sexto de salir. Razonamos que el dado tiene seis caras y por

tanto, si el dado es legal, cada una de ellas tiene las mismas probabilidades.

2.1.2. La probabilidad como frecuencia relativa

También se le conoce como enfoque a posteriori (es decir, a la luz de lo ocurrido)

y al igual que el enfoque anterior es un paradigma objetivo.
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Para asignarle probabilidad a un suceso se experimenta antes y a partir de los
resultados se determinan las frecuencias con que ocurren los diversos resultados.
En el caso de la moneda, este enfoque nos recomendaria hacer un nimero muy
grande de “volados”, por ejemplo diez mil, y con base en ellos definir la probabilidad
de unay otra cara. Si decimos, por ejemplo, que la probabilidad de que salga aguila
es de 4888/10000, damos a entender que lanzamos la moneda diez mil veces y
que en 4888 ocasiones el resultado fue aguila. Estamos entonces aplicando la

probabilidad a posteriori.

En ejemplos menos triviales, las compafiias de seguros desarrollan tablas de
mortalidad de las personas para diferentes edades y circunstancias con base en
sus experiencias. Ese es un caso de aplicacion del enfoque a posteriori.

2.1.3. Interpretacion subjetiva de la probabilidad

La probabilidad subjetiva es una cuestion de opinion. Dos personas, por ejemplo,
pueden asignar diferentes probabilidades a un mismo evento, aun cuando tengan
la misma informacién. Tal diversidad de opiniones se puede ver en las
proyecciones econémicas que hacen los asesores en inversiones y los economistas

para los afios venideros.

Aungue muchos de estos individuos trabajan con los mismos datos, ellos se forman
distintas opiniones acerca de las condiciones econémicas mas probables. Tales

proyecciones son inherentemente subjetivas.

También se presenta cuando no existen antecedentes para determinarla (como en
el caso de las tablas actuariales de las compaiiias de seguros) ni una base logica

para fijarla a priori.

Si pensamos, por ejemplo, en la final del campeonato mundial de fatbol del 2002,

en la que se enfrentaron Brasil y Alemania, vemos que no habia historia previa de
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enfrentamientos entre los dos equipos y habia tantos factores en juego que
dificilmente se podia dar una probabilidad sobre las bases que anteriormente
llamamos objetivas; por lo mismo, se debe recurrir al juicio de las personas para
definir las probabilidades. A esta manera de fijar probabilidades se le llama, por

este hecho, probabilidad subjetiva.

2.2. Espacio muestral y eventos

Para trabajar con comodidad la probabilidad, vale la pena expresar algunos

conceptos basicos que necesitaremos para el desarrollo del tema.

Conceptos estadisticos

Experimento: es aquel proceso que da lugar a una medicion o a una observacion.

Experimento aleatorio: es aquel experimento cuyo resultado es producto de la
suerte o del azar. Por ejemplo, el experimento de arrojar un dado.

Evento: el resultado de un experimento.

De estos tres conceptos podemos desprender un cuarto, el concepto de evento
aleatorio que no es sino el resultado de un experimento aleatorio. Por ejemplo, si
el experimento es arrojar un dado, por el sélo hecho de que no podemos anticipar
gué cara mostrara éste al detenerse, podemos decir que el experimento es
aleatorio. Uno de los resultados posibles es que salga un nimero par. Tal resultado

€s un evento aleatorio.

Para referirnos a los eventos aleatorios usaremos letras mayusculas. De este modo

podemos decir que:

A es el evento de que al arrojar un dado salga un numero non.
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B es el evento de que al arrojar un dado salga un numero patr.

Como es claro, podemos definir varios eventos aleatorios respecto del mismo
experimento. Algunos de ellos tendrian la caracteristica de que encierran a su vez
varias posibilidades (en el evento A quedan incluidas las posibilidades “que salga

17, “que salga 3” o “que salga 5”).
En este contexto, conviene distinguir eventos simples de eventos compuestos:

Los eventos simples son aquéllos que ya no pueden descomponerse en otros mas
sencillos. Otra manera de denominar a los eventos simples es la de “puntos
muestrales”. Esta denominacion es util cuando se trata de representar graficamente
los problemas de probabilidad pues cada evento simple (punto muestral) se

representa efectivamente como un punto.

Los eventos compuestos incluyen varias posibilidades por lo que pueden

descomponerse en eventos sencillos.

Por ejemplo, el evento A mencionado anteriormente se puede descomponer en los

siguientes eventos:

El: el evento de que al arrojar un dado salga un uno.
E2: el evento de que al arrojar un dado salga un tres.
E3: el evento de que al arrojar un dado salga un cinco.
A suvez, E1, E2 y E3 son eventos sencillos.

Ante la interrogante de qué eventos consideraremos en un experimento aleatorio
dado debemos contestar que esto depende de la perspectiva que tengamos
respecto del experimento aleatorio. Si estamos jugando a los dados y las apuestas

so6lo consideran el obtener un numero par 0 un numero impar o non, entonces los
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anicos resultados que nos interesaran seran precisamente esos dos: obtener

namero par o0 namero impar.
Con esto damos lugar a un concepto adicional basico.

Espacio muestral: es el conjunto de todos los resultados posibles, en funcién de
nuestra perspectiva del experimento aleatorio. También se le conoce como evento

universo.

En suma, ante un experimento aleatorio cualquiera tenemos varias alternativas

para definir eventos cuya probabilidad pueda sernos de interés.

Por ejemplo, si tenemos una colectividad de 47 estudiantes egresados, entre
Contadores, Administradores e Informaticos de ambos sexos, y de esa colectividad
seleccionamos al azar a una persona, puede ser que nhos interesen las

probabilidades de los siguientes eventos:

a) Que la persona seleccionada haya estudiado contaduria.

b) Que la persona seleccionada haya estudiado administracién o contaduria.

c) Que la persona seleccionada no haya estudiado administracion.

d) Que la persona seleccionada sea mujer y haya estudiado informatica.

e) Que la persona seleccionada sea hombre pero que no haya estudiado

administracion.

Como puede verse, en los incisos anteriores no solo estamos manejando diversos
eventos sino que ademas estamos incorporando relaciones entre ellos. Tales
relaciones se pueden establecer de manera mas eficiente recurriendo a la
estructura formal de la teoria de conjuntos, esto es, incorporando los diagramas de
Venn-Euler, la terminologia de conjuntos, asi como las operaciones que has
aprendido a realizar con ellos en cursos anteriores —como la union, la interseccion,
el complemento, la diferencia, entre otras— son por entero aplicables al caso de

los eventos, en el contexto de la teoria de la probabilidad.

¢ 93 de 258



Informatica

Estos elementos junto con algunas definiciones que se detallan a continuacién nos
permitiran trabajar adecuadamente los problemas de probabilidad que

enfrentaremos.

Si definimos a los eventos A y B como resultados de un experimento aleatorio y
recordamos que todos los eventos posibles (el conjunto universal) constituyen el
espacio muestral y representamos éste como S, tenemos que la unién de A con
B es un evento que contiene todos los puntos muestrales que pertenecen al evento

A ylo que pertenecen al evento B. Podemos hacer uso de la notacién de conjuntos

para escribir AU B |

La probabilidad de AUB es la probabilidad de que suceda el evento A o de que
suceda el evento B o de que ambos sucedan conjuntamente. Por otra parte,
tenemos que la interseccion de Ay B es la situacion en que ambos, Ay B, suceden
conjuntamente, esto es en forma simultanea. La interseccién se denota en la

simbologia de conjuntos como ANB.

A manera de resumen en la siguiente tabla te mostramos cuatro operaciones que

A NB B

Eventos simultaneos.

seran muy Utiles para manejar eventos aleatorios y su equivalencia con

operaciones logicas.
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L Operacion en
Operacion Logica P

conjuntos
o] Unién V)
y Interseccion  (N)

Complemento (‘)
no
Diferencia )

Si en nuestro ejemplo de los egresados incorporamos estas operaciones y
llamamos C al evento “egresado de contaduria”, A al evento “egresado de
administracion”, | al evento “egresado de informatica”, M al evento “mujer” y H al
evento “hombre”, tendriamos que nuestro interés es conocer las siguientes

probabilidades:

a) Probabilidad de C

b) Probabilidad de AU C

c) Probabilidad de A°

d) Probabilidad de M N |

e) Probabilidad de H — A°
Si ademas, adoptamos la convencion de usar la letra P para no escribir todo el texto
“probabilidad de“, y encerramos entre paréntesis el evento de interés, nuestras

preguntas quedarian de la siguiente manera:

a) P(C)
b) P(AUC)
c) P(A°)
d) PMNI)
e) P(H-A°
Esta es la forma en que manejaremos relaciones entre eventos y denotaremos

probabilidades.
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2.3. Los axiomas de la probabilidad

Los elementos hasta ahora expuestos nos permiten dar ya una definicion mas
formal de probabilidad en el contexto frecuentista:

Sea A un evento cualquiera; N el nimero de veces que repetimos
un experimento en el que puede ocurrir el evento A; na el nUmero
de veces que efectivamente se presenta el evento A; y P(A) la

probabilidad de que se presente el evento A.

n

Iim(A]
Entonces tenemos que P(A)= N
N > o

Es decir, que la probabilidad de que ocurra el evento A, resulta de dividir el nGmero
de veces que A efectivamente aparecié entre el nUmero de veces que se intenté el
experimento. (La expresion N — « se lee «N tiende a infinito» y quiere decir que el

experimento se intenté muchas veces).

Podemos ver que el menor valor que puede tener P(A) es de cero, en el caso de
gue en todos los experimentos intentados A no apareciera ni una sola vez. El mayor
valor que puede tener P(A) es de uno, en el caso de que en todos los experimentos
intentados el evento en cuestidn apareciera todas las veces, pues en ese caso na

seria igual a N y todo numero dividido entre si mismo es igual a 1.

¢ 96 de 258




Informatica

En todos los demas casos, la probabilidad de ocurrencia estara entre estos dos
nameros extremos y por eso podemos decir que la probabilidad de ocurrencia de
cualquier evento estara entre cero y uno. Esta es la justificacion de la afirmacion
analoga que se realizd al principio de la unidad y también la justificacién de la
afirmacién que se hace frecuentemente de que la probabilidad se expresa como la
frecuencia relativa de un evento; es decir, relativa al total de experimentos que se

intentaron.
Consideremos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1. En una investigacion de mercado se encontré que entre los integrantes
de un club, 30% de los hombres usan locion para después de afeitarse, en tanto
que 40% de ellos utiliza desodorante y 10% utiliza ambos productos. Si elegimos al
azar a un varoén de ese club, ¢ qué probabilidades existen de que utilice desodorante

o de que use locién para después de afeitarse?
Solucion:

Es evidente que la probabilidad que buscamos es un niumero positivo ya
gue de entre los integrantes del club si hay varones que usan desodorante
ademas de que también hay varones que usan locién. Es evidente ademas
que la probabilidad que buscamos sera menor a uno porque no todos usan
locién y no todos usan desodorante.

Por otro lado, si hacemos que A represente el evento «El sujeto usa locion
para después de afeitarse», y que B represente el evento «El sujeto usa
desodorante», podemos intentar una representacion grafica empleando

diagramas de Venn-Euler como sigue.

Cuando nos preguntan por la probabilidad de que la persona seleccionada
al azar utilice desodorante o de que use locion para después de afeitar,

sabemos que tal pregunta en lenguaje probabilistico se transforma en:
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A AnB B

10%

P(AUB)

Intrinsecamente la pregunta se refiere a aquellos elementos que se
encuentran en A 0 se encuentran en B, esto es, en el interior del évalo verde
o en el interior del 6valo azul. De acuerdo con los datos, 30% de los casos
se encuentran en A 'y 40% en B, por lo que al sumar tendriamos que
aparentemente hay 70% de integrantes del club que se encuentran en la
unién de ambos eventos, sélo que de ese 70% hay un 10% que es comun,
precisamente el porcentaje de casos que se encuentra en la interseccion.
Este 10% ya ha sido contado una vez al considerar el porcentaje de casos
en Ay fue incluido otra vez al considerar el porcentaje de casos en B, de
manera que se le ha contado dos veces. Por lo tanto, para determinar el
namero de casos que estan en la union de A con B, debemos efectivamente
considerar el 30% que esta en A, el 40% que estd en B, pero ademas
debemos descontar el 10% que estd en la intersecciébn para que los

elementos que estan en dicha interseccion sean contados solo una vez.
De esta manera, P (AUB) = 30% + 40% — 10%.

P (AUB) = 60%
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Esto quiere decir que existe 60% de probabilidades de que un socio de este

club elegido al azar use alguno de los dos productos.

Las situaciones que hemos discutido dentro de este tema ilustran tres postulados
basicos de la probabilidad, a los que se conoce como Axiomas de probabilidad,
lo que en lenguaje matemético significa que son proposiciones que por su caracter
evidente no requieren demostracion. Constituyen, por decirlo de alguna manera,
“las reglas del juego”, sin importar si estamos trabajando una probabilidad subjetiva

0 empirica, o si seguimos los postulados de la probabilidad clasica.

Estos axiomas, que constituyen el cimiento de la teoria moderna de probabilidades
y fueron propuestos por el matematico ruso Kolmogorov, se expresan de manera

formal en los siguientes términos:

1) Para todo evento A, P(A) =0
2) Si Q representa el evento universo, entonces P(Q) = 1
3) Dados dos eventos Ay B, ocurre que P(A U B) = P(A) + P(B) — P(ANB)

Claramente, el primer axioma nos indica que no hay probabilidades negativas y, el

segundo, que ningun evento tiene una probabilidad mayor a uno.
A patrtir de ellos se tienen otros resultados de suyo importantes, tales como:

a) P (¢) =0, donde ¢ representa el conjunto vacio.

b) P(A®) =1-P(A)
En el segundo de estos resultados estamos haciendo referencia a eventos
complementarios. Si Q es el evento universo, entonces para todo evento A existe
un evento complemento constituido por todos aquellos resultados del espacio
muestral que no estan en A, con la propiedad de que A U A° = Q, por lo que P(AUAF)
= P(Q), de modo que P (AU A°) =1.

En consecuencia, de acuerdo con el axioma (3),
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P(A U A°) = P(A) + P(A) — P(ANAS),
— 1= P(A) + P(A%) - P(ANAY),

Sin embargo, P(ANA®) = P(¢) y de acuerdo con el resultado (a), esta probabilidad

es cero. Por lo tanto,

1=P(A) + P(A°),
de donde al despejar queda:

P(AS) = 1 — P(A)

Ejemplo 2. Sea el experimento aleatorio que consiste en arrojar dos dados y sea
Q el espacio muestral que contiene todos los resultados posibles de sumar los
puntos obtenidos. Se definen ademas los eventos A como el hecho de que el tiro
sume menos de cuatro y B como el hecho de que la suma sea namero par. Se

desea determinar las probabilidades siguientes:

a) P(A°)
b) P(B)
c) P(AUB)

Solucion:
Claramente,
0 ={2,3,4,56,7,8,9,10,11,12},
A={23};

B ={2,4,6,8,10,12}.
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Entonces,

a) De acuerdo con lo anterior, A°= {4,5,6,7,8,9,10,11,12}, de donde se sigue
gue P(A°) = 9/11. Alternativamente, P(A°) = 1 — P(A), donde P(A) = 2/11, por
lo que P(A°) = (11-2)/11 = 9/11, lo que confirma el resultado.

b)Es inmediato que P(B) = 6/11

c)Aplicando el axioma 3, se tiene que:

P (AUB) =P (A) + P (B) — P (ANB),

donde ANB = {2} por lo que P(ANB} = 1/11.

Finalmente,
P(AUB)=2/11+6/11-1/11

P(AUB) =7/11
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2.4. Laregla delasumade

probabilidades

En el tema anterior se introdujo el axioma tres de probabilidad aplicable a cualquier
pareja de eventos probabilisticos. Ahora, consideraremos un caso particular. Para

ello, incorporamos primero un concepto adicional.

Eventos mutuamente excluyentes. Son aguellos eventos que si se produce uno

de ellos, no puede producirse el otro. Dicho en el lenguaje

de los conjuntos, podemos afirmar que si dos eventos son mutuamente
excluyentes, la interseccion de ellos estd vacia. En terminologia de conjuntos

también se dice que estos eventos son disjuntos.

Eventos mutuamente excluyentes.

Ejemplo 1: Sea Q el espacio de resultados que resulta de considerar la suma de

los puntos que se obtienen al arrojar dos dados.
Sea A: La suma de puntos de los dos dados es de 12.

Sea B: Aparece por lo menos un “uno” en los dados arrojados.
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Se desea determinar las siguientes probabilidades:

a) P(AN B)
b) P(AU B)

Solucioén:

Vemos que es imposible que ocurran A y B simultaneamente, pues para
qgue la suma de los puntos sea doce debe ocurrir que en ambos dados
salga "seis”, pero si uno de los dos dados tiene “uno” como resultado, la
suma méaxima que se puede lograr es de “siete”. Los eventos son

mutuamente excluyentes y, por lo tanto, P(A N B) = 0.
Al aplicar el axioma 3 tenemos,

P(AUB) = P(A) + P(B) — P(ANB),

P(AUB) = 1/36 + 11/36 — 0

P(AUB) = 12/36

Como puede verse, el impacto de que A y B sean mutuamente
excluyentes es tal que para determinar la probabilidad de la unién de dos
eventos soOlo debemos sumar las probabilidades de cada evento

individualmente considerado.

En el caso en que A y B sean mutuamente excluyentes, esto es,
cuando su interseccion es vacia, la probabilidad de la unién de dos
eventos es la suma de las probabilidades de los eventos tomados

individualmente.

P(AUB)=P(A)+P(B)  siANB=¢
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Si tenemos varios eventos mutuamente excluyentes en el espacio de eventos Q y
queremos saber cual es la probabilidad de que ocurra cualquiera de ellos, la
pregunta que estariamos planteando se refiere a la probabilidad de la unién de los
mismos. Al ser eventos mutuamente excluyentes, la interseccion esta vacia y la
probabilidad de ocurrencia es simplemente la suma o adicion de las probabilidades

individuales; es por ello que a esta regla se la conoce como regla de la adicion.
El siguiente ejemplo nos ayudara a dejar en claro estos conceptos.

Ejemplo 2: En un club deportivo, 20% de los socios pertenece al equipo de natacion
y 10% al equipo de waterpolo. Ningun socio pertenece a ambos equipos
simultdneamente. Diga cual es la probabilidad, si elegimos al azar un socio del club,

de que sea integrante de alguno de los dos equipos.
Solucion:

El calculo de probabilidades aparece a continuacién. El estudiante debe
tener en mente que, dado que ningun socio pertenece a los dos equipos
simultaneamente, la interseccion esta vacia y por lo mismo su probabilidad

€S Cero.

P(AuB)=0.20+0.10-0.0=0.30
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2.5. Tablas de contingencias y

probabilidad condicional

En muchas circunstancias encontramos que la probabilidad de ocurrencia de un
evento se ve modificada por la ocurrencia de otro evento. Por ejemplo, la
probabilidad de pasar un examen depende del hecho de que el estudiante haya
estudiado para el mismo.

En este tema nos abocaremos a analizar este tipo de situaciones. Para ello es

conveniente introducir dos conceptos preliminares.
Probabilidad simple (marginal)

En un experimento cualquiera, la probabilidad simple de un evento es la que tiene
éste, sin considerar las conexiones que pueda tener con otros eventos. También se

le llama probabilidad marginal.

Repasemos a continuacion el procedimiento para calcular la probabilidad simple o

marginal de un evento.
1. Definimos el experimento.

2. Hacemos la lista de todos los eventos simples asociados con el experimento

gue definié (es decir, haga la lista de todos los puntos muestrales).

3. Asignamos probabilidades a cada uno de los puntos muestrales. La suma
total de las probabilidades de todos los puntos muestrales debe ser igual a
la unidad.

4. Definimos el evento que le interesa como un conjunto de puntos muestrales.
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5. Encontramos la probabilidad del evento que le interesa sumando la

probabilidad de los puntos muestrales que lo componen.

A continuacion se dan varios ejemplos que nos permitiran comprender mejor este

procedimiento.
Ejemplo 1.

1. Elexperimento consiste en arrojar un dado normal y bien balanceado de seis

caras.

2. Todos los resultados posibles (los eventos simples 0 puntos muestrales) se

listan a continuacion:

E1l: que salga un uno
E2: que salga un dos
E3: que salga un tres
E4: que salga un cuatro
E5: que salga un cinco

E6: que salga un seis

3. Para asignar probabilidades a cada evento, es razonable darle la misma
probabilidad a cada evento simple; si hay seis resultados posibles, también

resulta razonable darle 1/6 a cada uno.

4. A continuacion definimos tres eventos de interés y los definimos como

conjuntos de puntos muestrales.

a. Evento A: que salga un niumero menor a cuatro. Se compone de los
eventos E1, E2 y E3.

b. Evento B: que salga un numero par. Se compone de los eventos E2,
E4, E6.
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c. Evento C: que salga un nidmero mayor que seis. Ningun evento lo
compone.

5. Calculamos las probabilidades solicitadas:

e La probabilidad de A es la suma de las probabilidades de E1, E2 y
E3: 1/6+1/6+1/6 = 3/6 = 1/2.
e La probabilidad de B es la suma de las probabilidades de E2, E4, E6:
1/6+1/6+1/6 = 3/6 = 1/2.
e La probabilidad de C es de cero, pues no existe ningun evento que lo
componga.
Ejemplo 2. El comité directivo de la sociedad de padres de familia de una escuela
primaria esta compuesto por cinco personas: tres mujeres y dos hombres. Se van
a elegir al azar dos miembros del comité para solicitar al delegado que ponga una
patrulla a vigilar durante la salida de los nifios. ¢ Cudl es la probabilidad de que el

comité esté compuesto por un hombre y una mujer?
Solucion:

El experimento es elegir al azar dos personas de las cuales tres son

mujeres y dos son hombres.

Para listar todos los eventos simples simbolizaremos a las mujeres con una
M y los hombres con una H. Asi, el comité directivo estd compuesto por:
M1, M2, M3, H1 y H2, donde M1 es la primera mujer, M2 la segunda, H1 el

primer hombre y asi sucesivamente.

Los eventos simples factibles se listan a continuacion:
M1M2; M1IM3; M1H1; M1H2

M2M3; M2H1; M2H2;

M3H1; M3H2;
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H1H2.

Vemos que pueden darse 10 pares distintos. Si cada par es elegido al azar,
es razonable suponer gque todos ellos tienen la misma probabilidad de ser
seleccionados, por ello podemos afirmar que cada par tiene una

probabilidad de 1/10 de ser seleccionado.

Por otro lado, las parejas que estan constituidas por un hombre y una mujer
son: M1H1 M1H2; M2H1; M2H2; M3H1 y M3H2; es decir, seis de los diez

pares posibles.

La probabilidad de nuestro evento de interés es entonces, de seis veces un

décimo o 6/10. Expresada en porcentaje, esta probabilidad sera de 60%.

Ejemplo 3. Una tienda de electrodomésticos va a recibir un embarque de seis
refrigeradores, de los cuales dos estan descompuestos. El duefio de la tienda
someterd a prueba dos refrigeradores al recibir el embarque y solamente lo
aceptard si ninguno de ellos presenta fallas. Nos interesa saber cual es la
probabilidad de que acepte el embarque.

Solucioén:

El experimento es elegir dos refrigeradores al azar para ver si funcionan o

no.

Si llamamos B al refrigerador que trabaja bien y D al descompuesto,
podemos listar a todos los refrigeradores del embarque de la siguiente

manera:
B1, B2, B3, B4, D1, D2.

A continuacion listamos todos los eventos posibles (es decir, todos los

pares diferentes que se pueden elegir). Los eventos simples de interés
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(aquellos en que los dos refrigeradores estdn en buen estado) estan

resaltados.

B1B2; B1B3; B1B4; B1D1; B1D2,;
B2B3; B2B4; B2D1,; B2D2;

B3B4; B3D1,; B3D2;

B4D1; B4D2

D1D2

Vemos que existen quince eventos posibles, de los cuales en seis se
presenta el caso de que ambos refrigeradores estén en buen estado. Si,
como en lo ejemplos anteriores, asignamos una probabilidad igual a todos
los eventos simples (en este caso 1/15), tendremos que la probabilidad de

aceptar el embarque es 6/15.

Probabilidad conjunta

En muchas ocasiones estaremos enfrentando problemas en los que nuestros
eventos de interés estaran definidos por la ocurrencia de dos o mas eventos

simples.
Tomemos el caso del siguiente ejemplo.

Ejemplo 4. Consideremos el caso de una pareja que tiene dos hijos, situacion

respecto de la cual definimos los siguientes eventos de interés:
Evento A: La pareja tiene por lo menos un varén.
Evento B: La pareja tiene por lo menos una nifa.

Nuestros eventos de interés se pueden expresar de la siguiente manera:
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Evento A: Ocurre si se tiene vardn y varon, varon y mujer en ese orden, o mujery

varon en ese orden.

Evento B: Ocurre si se tiene mujer y mujer, varon y mujer en ese orden o mujer y

varon en ese orden.

Como puede verse, para que ocurra el evento A deben ocurrir dos cosas

simultaneamente. Bien sea:
Varén y varén, o

Varén y mujer, o

Mujer y varon.

Si definimos los eventos simples V: varén y M: mujer, tendriamos que cada una de
las posibilidades que se tienen para que ocurra el evento A implica la ocurrencia de

dos 0 mas eventos simples.
Algo similar puede decirse en relaciéon al evento B.

Cuando los eventos de interés implican la ocurrencia de dos o mas
eventos simples de manera simultanea, decimos que estamos en

presencia de una probabilidad conjunta.

El lector puede confirmar que en el ejemplo 3 también estabamos en presencia de
probabilidades conjuntas, aunque por la perspectiva que se adopt6 aparecian como

simples.
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Probabilidad condicional

Dados dos eventos podemos preguntarnos por la probabilidad de uno de ellos bajo
el supuesto de que el otro ya ocurrid. Al inicio de este tema, por ejemplo, se
planteaba la situacion respecto de la probabilidad de pasar un examen si el
estudiante realmente estudio para dicho examen. Este tipo de situaciones dan lugar
a la probabilidad condicional.

La probabilidad condicional de que ocurra el evento B dado que otro evento A ya

ocurrio es:

P(ANB)

P(A)

P(B/A):

Es decir, la probabilidad de B dado que A ya ocurrié es igual a la probabilidad de
gue ocurran ambos eventos simultaneamente (la probabilidad conjunta) dividido por
la probabilidad de que ocurra A (la probabilidad marginal), que en este caso es el

evento antecedente.
El siguiente ejemplo nos ayudard a clarificar estas ideas.
Ejemplo 5. Sea el evento A: Amanece nublado en la region X

De acuerdo con informacion meteoroldgica recopilada a lo largo de muchos dias,

se sabe que:
Amanece nublado y llueve el 40% de los dias.
Amanece nublado y no llueve el 20% de los dias.

Amanece despejado y llueve el 10% de los dias.
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Amanece despejado y no llueve el 30% de los dias.

Dado lo anterior, la probabilidad de que llueva en la tarde, es la suma de las
probabilidades de que llueva tanto si amanecié despejado como si amanecio
nublado. Es decir, 40% mas 10%, o sea, 50%. La probabilidad de que no llueva es

su complemento, en este caso, también, 50%.
Deseamos averiguar lo siguiente.
a) La probabilidad de que llueva en la tarde dado que amaneci6 nublado.
b) La probabilidad de que llueva en la tarde dado que amanecio despejado.
Solucion:

En el inciso “a” deseamos saber la probabilidad de B dado que A. Con la
informacion que tenemos podemos sustituir directamente en la expresion

para la probabilidad condicional.

La probabilidad condicional de que ocurra B dado que A ya ocurrio es:

P(B/A):%:O.%? — 66.7%

Es decir, que la probabilidad de que llueva, dado que amanecié nublado,
es de 67%. Podemos percatarnos a simple vista de que el hecho de que
amanezca nublado efectivamente afecta la probabilidad de que llueva en la
tarde. Recordemos que la probabilidad marginal de que llueva (sin tener
antecedentes) es de 50%.

En el inciso (b) deseamos conoce la probabilidad de que llueva en la tarde
dado que amanecio despejado, esto es, buscamos B dado que A° ya
ocurrié. Como amanece nublado 60% de los dias y despejado 40% de ellos,

podemos sustituir en la formula.
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0.10

——=0.25=25%
0.40

Vemos que, si la probabilidad de que llueva cuando amanecié nublado es

de 50% y la probabilidad de que llueva estando despejado es de sélo el

25%, el hecho de que amanezca despejado efectivamente afecta las

probabilidades de que llueva.

Tablas de contingencia

Una tabla de probabilidad conjunta es aquella donde se enumeran todos los

eventos posibles para una variable (u observacién) en columnas y una segunda

variable en filas. El valor en cada celda es la probabilidad de ocurrencia

conjunta.

Su elaboracion incluye formar una tabla de contingencia cuyos valores de cada

celda se dividen entre el total de datos para obtener los valores de probabilidad

correspondientes.

Ejemplo 6: Se obtiene una estadistica de 300 personas, de acuerdo con su edad y

sexo, que entraron en un almacén.

Tabla de contingencia de clientes

Edad / sexo Hombre Mujer Total
Menor de 30 afios 35 46 81
Entre 30 y 40 afos 42 59 101
Mayor de 40 afios 51 67 118

Total 128 172 300

Tabla de probabilidad conjunta
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Evento  Edad /sexo Hombre Probabilidad
marginal
E, Menor de 30 afios 0.117 0.153 0.270
E, Entre 30y 40 afios 0.140 0.197 0.337
E, Mayor de 40 afos 0.170 0.223 0.393
Probabilidad marginal 0.427 0.573 1.000

Con esta informacién se desea obtener la probabilidad de que la siguiente persona

gue entre al almacén sea:

a) Un hombre menor de 30 afios.

b) Una mujer.

c) Una persona de mas de 40 afios.

d) Habiendo entrado una mujer, que tenga entre 30 y 40 afios.
e) Habiendo entrado un hombre, que tenga menos de 30 afios.

f) Sea mujer dado que tiene entre 30 y 40 afos.

Solucioén:

a) P(E,NH)=0117=11.7%
by P(M)=0573=57.3%
¢) P(E,;)=.393=39.3%

P(E,nM) _ 0197
P(M) 0573

g P(E,/M)= = 0.344 = 34.4%
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P(E,AH) 0117

= = 0.274 = 27.4%
P(H) 0427

e) P(EllH):

P(E,nM) 0197

= =[] HHc =555
P{E:] 03357

PMIE)=
f)

Las ideas que hemos presentado en esta seccidn nos permiten reformular la
probabilidad marginal como la probabilidad incondicional de un evento particular
simple, que consiste en una suma de probabilidades conjuntas. Si en el ejercicio
anterior se desea calcular la probabilidad de que el siguiente cliente sea un hombre,
esto podria hacerse a partir de probabilidades conjuntas, como sigue:

P(H):P(H mE1)+ P(H NE,)+ P(H NE,)

P(H ) =0.117+0.140+0.170=0.427 = 42.7%

2.6. Independencia estadistica

Sean dos eventos A y B del espacio de eventos Q; decimos que A y B son
independientes en sentido probabilistico si la probabilidad de que ocurra A
no influye en la probabilidad de que ocurra B y, simultaneamente, la
probabilidad de que ocurra B no influye en la probabilidad de que ocurra A.
En caso contrario decimos que los eventos son dependientes. Esto lo expresamos

simbdlicamente del siguiente modo:
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Para considerar que A y B son independientes se deben cumplir las dos

condiciones siguientes:

P(B/A)=P(B) y P(A/B)=P(A)

Es decir, el hecho de que ocurra un evento no modifica la probabilidad de que

ocurra el otro, sin importar quien sea condicion de quien.
Consideremos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1. Una tienda de departamentos ha solicitado a un despacho de
consultoria que aplique un cuestionario para medir si su propaganda estética tenia
impactos distintos segun el grupo de edad del publico. Como parte del estudio el
despacho entrevistd a 150 mujeres, a las cudles se les preguntd si recordaban

haber visto dicha propaganda. Los resultados se muestran a continuacion:

Si larecuerdan No la recuerdan
Menores de 40

anos

40 0 mas anos de

edad
Total

Sean los eventos siguientes:
S es el evento «Si recuerda la propaganda»
N es el evento «No recuerda la propaganda»

J es el evento «Menor de 40 afos de edad»
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E es el evento «40 o mas anos de edad»

Se desea saber

a) Silos eventos Sy J son independientes en sentido probabilistico

b) Silos eventos Ny E son independientes en sentido probabilistico

Solucioén:

a)

b)

Para saber si los eventos son independientes basta calcular P(S) y P(S| J)y
comparar.
De acuerdo con los datos de la tabla,

P(S) = 60/150,

Por su parte, para determinar el valor de P(S| J) observamos que al ser J la
condicion, podemos modificar el universo de resultados y restringirlo sélo a
aquéllos que cumplen con dicha condicion. Asi, el nuevo universo es de sélo

70 casos, de los cuales 40 recuerdan la propaganda. En consecuencia,

P(S|J) = 40/70

Es inmediato que las probabilidades no son iguales, por lo que podemos

afirmar que S y J no son independientes.

Al igual que en el inciso anterior, para saber si los eventos son
independientes basta calcular P(N) y P(N| E) y comparar.

De acuerdo con los datos de la tabla,

P(N) = 90/150,
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Por su parte, para determinar el valor de P(N | E) observamos que al serE la
condicion, podemos modificar el universo de resultados y restringirlo s6lo a
aqueéllos que cumplen con dicha condicion. Asi, el nuevo universo es de s6lo

80 casos, de los cuales 60 recuerdan la propaganda. En consecuencia,
P(N| E) = 60/80

Es inmediato que las probabilidades no son iguales, por lo que podemos

afirmar que N y E no son independientes en sentido probabilistico.

El lector puede confirmar que las otras parejas de eventos tampoco son

independientes.

2.7. Laregla de multiplicacion

de probabilidades

Recordemos que en general,

P(BNA)
P(A)
Si Ay B son independientes probabilisticamente, P(B| A) = P(B), por lo que:

P(B/A) =

P(B A)

P(B) = P(A)

De aqui se sigue que:

P(AnB)=P(A)P(B)
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Podemos decir en consecuencia que si dos eventos son estocasticamente
independientes, entonces su probabilidad conjunta es igual al producto de
sus probabilidades marginales, y a la inversa, si la probabilidad conjunta de
dos eventos es igual al producto de sus probabilidades marginales entonces
esos dos eventos son independientes probabilisticamente.

A este resultado se le conoce como la regla de la multiplicaciéon de

probabilidades.

Dos eventos Ay B son independientes probabilisticamente si y s6lo

Si

P(AnB)=P(A)P(B)

Consideremos un ejemplo sencillo.

Ejemplo 1. Se arroja una moneda tres veces. Se desea determinar la probabilidad

de obtener cara, cruz y cara en ese orden.
Solucion:
Sea C el evento «sale cara»y X el evento «sale cruz».

Se desea determinar P(C, X, C). Por otro lado, nuestra experiencia
—asumiendo que la moneda es legal— nos dice que la probabilidad de
obtener cruz o cara en un determinado lanzamiento de la moneda no se
altera por la historia de los resultados anteriores. Esto significa que
podemos asumir que los eventos son independientes probabilisticamente,

por lo que:
P(C, X, C) = P(C)P(X)P(C)

Como cada probabilidad marginal es igual a 0.5, el resultado final es 0.125.
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2.8. Teorema de Bayes

Cuando calculamos la probabilidad de B dado que A ya ocurrid, de alguna manera
se piensa que el evento A es algo que sucede antes que B y que A puede ser (tal
vez) causa de B o puede contribuir a su aparicion. También de algin modo

podemos decir que A normalmente ocurre antes que B.

Pensemos, por ejemplo, que deseamos saber la probabilidad de que un estudiante
apruebe el examen parcial de estadistica dado que estudié por lo menos veinte

horas antes del mismo.

En algunas ocasiones sabemos que ocurri6 el evento B y queremos saber cuél es
la probabilidad de que haya ocurrido el evento A. En nuestro ejemplo anterior la
pregunta seria cual es la probabilidad de que el alumno haya estudiado por lo

menos veinte horas dado que, efectivamente, aprob6 el examen de estadistica.

Esta probabilidad se encuentra aplicando una regla que se conoce como teorema

de Bayes, mismo que se muestra enseguida.

P(B/A)-P(A)

P(”'\/B): P(B/Ai)‘P(Ai)"' P(B/Az)'P(A2)+ """"""""" +P(B/A‘<)'P(Ak)
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En donde:

P(A ) _ Es la probabilidad de un evento posible antes de
cualquier otra informacion.

Probabilidad

previa

P ( B/ Aﬁ ) — Es la probabilidad de que el evento “B” ocurra en cada
posible suceso de A .

Probabilidad

condicional

P(B/A)-P(A)= |Equivalente a la probabilidad de (A NB)

Probabilidad conjunta determinada por la regla general de la multiplicacion.

P(Aﬁ / B) — Combina la informacion provista en la distribuciéon

previa con la que se ofrece a través de las
Probabilidad a

posteriori

probabilidades condicionales para obtener una
probabilidad condicional final.

Ejemplo 1: Un gerente de crédito trata con tres tipos de riesgos crediticios con sus
clientes: las personas que pagan a tiempo, las que pagan tarde (morosos) y las que
no pagan. Con base en datos estadisticos, las proporciones de cada grupo son
72.3%, 18.8% y 8.9%, respectivamente.

También por experiencia, el gerente de crédito sabe que el 82.4% de las personas
del primer grupo son duefios de sus casas: el 53.6% de los que pagan tarde, son
duefios de sus casas, y el 17.4% de los que no pagan, también son propietarios de

Sus casas.

El gerente de crédito desea calcular la probabilidad de que un nuevo solicitante de

crédito en un futuro, si es duefio de su casa:
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a) Pague atiempo.

b) Pague tarde.

c) No pague.

d) Elaborar su tabla de probabilidades.
Solucion:

Definicién de eventos:

P, = Clientes que pagan a tiempo.

P, = Clientes que pagan tarde.

P, = Clientes que no pagan.

Expresion general:

Informatica

D = Clientes duefos de sus casas.

D = Clientes que no son duefios de

Sus casas.

Donde,

P =0.723
P,=0.188
P, =0.089
P(D/R)=0.824
P(D/P,)=0.536
P(D/P,)=0.174
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a) Probabilidad de que un nuevo solicitante pague a tiempo.

Sustituyendo en la férmula general:

P(P / D) _ 0.824x0.723 _ 0.596
! 0.824x0.723+0.536x0.188+0.174x0.089 0.712

=0.837 =83.7%

Un nuevo solicitante que sea propietario de su casa tendra un 83.7% de

probabilidades de que pague a tiempo.
b) Probabilidad de que un nuevo solicitante pague tarde:

0.536x0.188 ~ 0.101

= = =0.142 =14.2%
0.824x0.723+0.536x0.188+0.174x0.089 0.712

P(P2 / D)
Un nuevo solicitante que sea propietario de su casa tendra un 14.2% de
probabilidades de que pague tarde (cliente moroso).
c) Probabilidad de que un nuevo solicitante no pague.

~ 0.174x0.089 0015
0.824x0.723+0.536x0.188+0.174x0.089  0.712

Un nuevo solicitante que sea propietario de su casa tendra un 2.1% de

=0.021=2.1%

P(P3/D)

probabilidades de que nunca pague.

Esta informacion es de gran utilidad para determinar si aprobar o no una solicitud

de crédito.

El denominador de la férmula representa la probabilidad marginal del evento “D”.

Se puede indicar que un 71.2% de sus clientes son duefios de sus casas.
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Se puede inferir también que una persona no “duefa de su casa” tendra una
probabilidad de pagar a tiempo de s6lo un 16.3% o de pagar tarde un 85.8% y de
no pagar de un 97.9%.

Este andlisis se puede elaborar con mayor facilidad si se utiliza una tabla de

probabilidades tal como se muestra:

Evento | Probabilidad Probabilidad Probabilidad Probabilidad
Previa Condicional Conjunta a posteriori
Pi P(P) P(D|P) P(D|P))* P(P) P(Pi| D)
P1 0.723 0.824 0.596 0.837
P2 0.188 0.536 0.101 0.142
P3 0.089 0.174 0.015 0.021
Total 1.000 0.712 1.000

Tabla de probabilidades del Teorema de Bayes.

El interés por el conocimiento de la teoria de la probabilidad nos permite obtener
elementos de informacion verdaderamente Utiles para su aplicacién en las diversas
situaciones de vida de tipo personal, profesional o social. La distincion de las
variables aleatorias discretas o continuas asi como las reglas de adicién y de
multiplicacion dan como resultado una interpretacion adecuada del concepto de
probabilidad condicional, la cual tiene gran influencia en mdltiples actividades de

caracter comercial, industrial, o de servicios.

Las tablas de probabilidad conjunta son instrumentos muy valiosos para predecir el
grado de probabilidad de ocurrencia de hechos supuestos de antemano. El
concepto de probabilidad marginal nos conduce a comprender la probabilidad de
un evento simple formado por la sumatoria de varios eventos conjuntos y es la base

del Teorema de Bayes.
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La utilizacién de este teorema nos permitird descubrir la probabilidad de que un
cierto evento haya sido la causa del evento que esta ocurriendo o esta por ocurrir.
Los conceptos estudiados en este tema constituyen un importante soporte para el

conocimiento de las distribuciones basicas de probabilidad de variables discretas o

continuas que se veran mas adelante.
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RESUMEN

La probabilidad es una rama de las mateméticas, cuyo desarrollo tiene su génesis
en el siglo XVII, cuando se buscé contar con métodos racionales de enfrentar los
juegos de azar. Se puede decir que hay tres grandes enfoques, escuelas o
paradigmas de probabilidad, a saber, el clasico, el empirico y el subjetivo, ninguno
de los cuales escapa al tratamiento axiomatico, que es lo que da la estructura al
tratamiento matematico moderno de la probabilidad. Como parte de esta estructura
matematica se incorporan, ademas, el calculo de probabilidades a la luz de
informacion adicional bajo el concepto de probabilidad condicional y del teorema de

Bayes.
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OBJETIVO PARTICULAR

El alumno aplicara las diferentes distribuciones de probabilidad y su interpretacion
en la solucién de problemas.

TEMARIO DETALLADO
(12 horas)

3. Distribuciones de probabilidad

3.1. Variables aleatorias, discretas y continuas
3.2. Media y varianza de una distribucién de probabilidad
3.3. Distribuciones de probabilidad de variables discretas
3.3.1. Distribucion binomial
3.3.2. Distribucion de Poisson
3.3.3. La distribucion de Poisson como aproximacion de la distribucion
binomial
3.3.4. Distribucién hipergeométrica
3.3.5. Distribucion multinomial
3.4 Distribuciones de probabilidad de variables continuas
3.4.1 Distribucion normal
3.4.2 Distribucién exponencial

3.5 Ley de los grandes numeros
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INTRODUCCION

En esta unidad se describen los diferentes tipos de distribuciones de probabilidad
que existen, las técnicas para el célculo o asignacion de probabilidades aplicable
para cada tipo de dato y cada situacion, se analizan sus caracteristicas y la
aplicacion de una de ellas en las diferentes situaciones que se presentan en el

mundo de los negocios.

Una distribucion de probabilidades da toda la gama de valores que pueden ocurrir
con base en un experimento, y resulta similar a una distribucién de frecuencias. Sin
embargo, en vez de describir el pasado, define qué tan probable es que suceda

algun evento futuro.

. 132 de 258



a1 [

AEE ;g*%';}i’_;;, » Informatica
. S T .
e 2V SUAJED

3.1. Variables aleatorias,

discretas y continuas

Una variable es aleatoria si los valores que toma corresponden a los distintos
resultados posibles de un experimento; por ello, el hecho de que tome un valor

particular es un evento aleatorio.

La variable aleatoria considera situaciones donde los resultados pueden ser de
origen cuantitativo o cualitativo, asignando en cualquier caso un niumero a cada

posible resultado.

Por ejemplo, si el experimento consiste en seleccionar a una persona de un
colectivo de n de ellas, y o que nos interesa es el sexo, la variable aleatoria podria
tomar los valores 1 si resulta ser un hombre y 2 si resulta ser una mujer. Si lo que
nos interesa es la edad, entonces la variable aleatoria tiene tantos posibles valores

como edades haya en la poblacion.

En esencia, lo que hace una variable aleatoria es asignar un nimero a cada

posible resultado del experimento.

Dependiendo de esta asignacion de numeros las variables aleatorias pueden ser

discretas o continuas.

» Las variables discretas son aquellas que cuantifican la caracteristica de
modo tal que el nimero de posibles resultados se puede contar, esto es, la
variable discreta toma un numero finito o infinito numerable de posibles
valores. Como ejemplo de este tipo de variables tenemos el niumero de

clientes de un banco, el numero de hijos de una familia, el nUmero de alumnos
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en un grupo de la universidad, el nimero de personas en una poblacion rural,

el nimero de automoviles en una ciudad, etcétera.

» Las variables continuas son aquellas que pueden tomar cualquier valor
numerico, dentro de un intervalo previamente especificado. Asi, por ejemplo,
la variable tiempo en una investigacion podria medirse en intervalos de horas,
o bien, en horas y minutos, o bien en horas, minutos y segundos segun sea el

requerimiento de la misma.

Desde el punto de vista de la estadistica las variables aleatorias también se

clasifican de acuerdo a la escala de medicién inherente.

Cuando estudiaste el tema de estadistica descriptiva tuviste oportunidad de
aprender los conceptos de escala nominal, ordinal, de intervalo y de razon. Estas
escalas generan precisamente variables aleatorias del mismo nombre. Ocurre que
las variables de intervalos y de razén son cuantitativas y pueden ser discretas o
continuas. Los casos nominal y ordinal se refieren a cualidades en donde la variable
aleatoria al asignar un numero a cada resultado asume que tales cualidades son
discretas. El cuadro siguiente te proporciona un panorama general de esta

situacion.
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RAZON
(Discretas o
Continuas)

CUANTITATIVAS

INTERVALO
(Discretas o
Continuas)

ORDINALES
(Discretas)

VARIABLES \\

CUALITATIVAS

/NN

NOMINALES
(Discretas)

VARIABLES ALEATORIAS

La clasificacion de las variables anteriormente expuesta, que parte del punto de
vista de la estadistica, no es Unica, pues cada disciplina cientifica acostumbra hacer

alguna denominacion para las variables que en ella se manejan comiunmente.

Por ejemplo, en el area de las ciencias sociales es comun establecer relaciones
entre variables experimentales; por ello, en este campo del conocimiento, las
variables se clasifican, desde el punto de vista metodoldgico, en dependientes e

independientes.

La variable dependiente es aquella cuyos valores estan condicionados por los
valores que toma la variable independiente (o las variables independientes) con la

que tiene relacion.

Por lo tanto, la variable o las variables independientes son la causa iniciadora de la

accion, es decir, condicionan de acuerdo con sus valores a la variable dependiente.

Ejemplo 1. Consideremos el comportamiento del ahorro de un individuo en una

sociedad. El modelo econémico que explica su ahorro podria ser:
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Ahorro = ingreso - gasto

En este modelo, el ahorro es la variable dependiente y presentara una situacion
especifica de acuerdo con el comportamiento que tengan las variables
independientes de la relacion.

Un punto importante que debes tener en mente cuando trabajes con variables
aleatorias es que no sélo es importante identificarlas y clasificarlas, sino que
también deben definirse adecuadamente. Para algunos autores, como Hernandez,
Fernandez y Baptista, su definicion deberd establecerse en dos niveles,

especificados como nivel conceptual y nivel operacional.

Nivel conceptual. Consiste en definir el término o variable con otros términos. Por
ejemplo, el término “poder” podria ser definido como “influir mas en los demas que
lo que éstos influyen en uno”. Este tipo de definicion es util, pero insuficiente para
definir una variable debido a que no nos relaciona directamente con la realidad,

puesto que, como puede observarse, siguen siendo conceptos.

Nivel operacional. Constituye el conjunto de procedimientos que describen las
actividades que un observador realiza para recibir las impresiones sensoriales que
indican la existencia de un concepto teorico (conceptual) en mayor o menor grado,
es decir, consiste en especificar las actividades u operaciones necesarias que

deben realizarse para medir una variable.

Con estas dos definiciones, estas ahora en posibilidad de acotar adecuadamente
las variables para un manejo estadistico, de acuerdo con el interés que tengas en
ellas, para la realizacién de un estudio o investigacion. Mostraremos a continuacion

un par de ejemplos de ello.
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Ejemplo 1:
Variable: "Ausentismo laboral"
Nivel "El grado en el cual un trabajador no se report6 a
conceptual: trabajar a la hora en la que estaba programado para
hacerlo”.
Nivel "Revision de las tarjetas de asistencia al trabajo
operacional: durante el Gltimo bimestre".
Ejemplo 2:
Variable: "Sexo"
Nivel "Condicion organica que distingue al macho de la
conceptual: hembra”.
Nivel "Asignacion de la condicion organica: masculino o
operacional: | femenino".

Finalmente, es importante mencionar que a la par que defines una variable aleatoria
es importante que le asignes un nombre. Por lo general, éste es una letra

mayuscula.
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3.2. Mediay varianza de una
distribucidn de probabilidad

La distribucién de probabilidad de una variable aleatoria describe como se
distribuyen las probabilidades de los diferentes valores de la variable aleatoria. Para
una variable aleatoria discreta “X”, la distribucion de probabilidad se describe
mediante una funcion de probabilidad, a la que también se conoce como funcion
de densidad, representada por f(X), que define la probabilidad de cada valor de la

variable aleatoria.

Como la probabilidad del universo (o evento universal) debe ser igual a 100%, y
ademas cualquier evento que se defina debe estar contenido en el evento universal,
cuando hablamos de cémo distribuir las probabilidades nos referimos a cdmo es

gue se reparte este 100% de probabilidad en los diferentes eventos.

Ejemplo 1. Considera el experimento aleatorio que consiste en arrojar un dado dos
veces y sumar los resultados de ambas caras. Se desea conocer cual es la

probabilidad de que la suma sea 7.
Solucion:

La variable X puede tomar los valores del 2 al 12, inclusive, por lo que se trata de
una variable aleatoria discreta. La siguiente tabla nos permitira calcular las

probabilidades de todos los eventos simples.
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Resultado Segundo dado

Primer dado

En ella vemos que las diagonales, a las que se ha dado diferente color, determinan
el mismo valor de la suma para diferentes combinaciones de resultados de cada
uno de los dos dados. Por ejemplo, si queremos saber la probabilidad de que la
suma sea 7, nos fijariamos en la diagonal amarilla y observariamos que hay 6
formas distintas de obtener tal valor, de un total de 36, por lo que la probabilidad es
7/36.

El ejemplo nos permite darnos cuenta, ademas, que también podemos calcular
facilmente la probabilidad de que la suma sea menor o igual a 7 y que para ello
debemos contar el nimero de casos que se acumulan desde la diagonal superior
izquierda hasta la diagonal amarilla, que corresponde a los valores 2, 3, 4,5 ,6y 7.

Esto es, se estaria considerando que:

PXs7)=P(2)+P(3)+P(4)+P(5)+P(6)+P(7)
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Para cualquier otro resultado también estariamos acumulando probabilidades

desde la que corresponde al resultado 2 hasta el resultado tope considerado.

De este modo se construye, a partir de la funcién de probabilidades, otra funcién, a
la que se denomina funcién de distribucién acumulativa y que se denota como
F(x), donde la x indica el valor hasta el cual se acumulan las respectivas
probabilidades. Por ejemplo, P (X<7) corresponde a F(7).

La tabla siguiente resume la funcién de probabilidades y la funcion de distribucién

acumulativa para el caso del ejemplo:

Funcion de Funcioén de distribucion
probabilidad acumulativa
P(X=i) P(X<i)
2 1/36 1/36
3 2/36 1/36 + 2/36 = 3/36
4 3/36 3/36 + 3/36 = 6/36
5 4/36 6/36 + 4/36 = 10/36
6 5/36 10/36 + 5/36 = 15/36
7 6/36 15/36 + 6/36 = 21/36
8 5/36 21/36 + 5/36 = 26/36
9 4/36 26/36 + 4/36 = 30/36
10 3/36 30/36 + 3/36 = 33/36
11 2/36 33/36 + 2/36 = 35/36
12 1/36 35/36 +1/36 = 36/36 = 1

Obsérvese que el valor de la funcién de distribucién acumulativa para el altimo valor
de la variable aleatoria acumula precisamente 100%.
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Esperanzay varianza

Cuando se trabaja con variables aleatorias, no basta con conocer su distribucion
de probabilidades. También sera importante obtener algunos valores tipicos que
resuman, de alguna forma, la informacién contenida en el comportamiento de la
variable. De esos valores importan fundamentalmente dos: la esperanza y la

varianza.
Esperanza.

Corresponde al valor promedio, considerando que la variable aleatoria toma los
distintos valores posibles con probabilidades que no son necesariamente iguales.
Por ello se calcula como la suma de los productos de cada posible valor de la

variable aleatoria por la probabilidad del respectivo valor. Se le denota como u
Esperanza= M = 2.\{P(X = \)]

Donde la suma corre para todos los valores x de la variable aleatoria.
Varianza

Es el valor esperado o esperanza de las desviaciones cuadraticas con respecto a
la media p. Se denota como G2y se calcula como la suma del producto de cada

desviacién cuadratica por la probabilidad del respectivo valor.

Varianza= 0" = S (x—u)° [P( = .\‘)]

Donde la suma corre para todos los valores x de la variable aleatoria.

La raiz cuadrada de la varianza es, desde luego, la desviacién estandar.
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Ejemplo 2. Considerando el mismo experimento del ejemplo anterior, determinar

la esperanza y varianza de la variable aleatoria respectiva.

Funcion de
probabilidad  xP(X=x) (X=7)2 (X=7)?>P(X=x)
P(X =x)
2 1/36 2/36 25 25/36
3 2/36 6/36 16 32/36
4 3/36 12/36 9 27/36
5 4/36 20/36 4 16/36
6 5/36 30/36 1 5/36
7 6/36 42136 0 0
8 5/36 40/36 1 5/36
9 4136 36/36 4 16/36
10 3/36 30/36 9 27/36
11 2/36 22/36 16 32/36
12 1/36 12/36 25 25/36
Suma 252/36=7 260/36

Podemos decir entonces que al arrojar dos dados y considerar la suma de los
puntos que cada uno muestra, el valor promedio serd 7 con una desviacion
estandar de 2.69.
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3.3. Distribuciones de probabilidad

de variables discretas

Las distribuciones binomial, de Poisson, hipergeométrico y multinomial son cuatro

casos de distribuciones de probabilidad de variables aleatorias discretas.

3.3.1. Distribucién binomial

La distribucion binomial se relaciona con un experimento aleatorio conocido como

experimento de Bernoulli el cual tiene las siguientes caracteristicas:

e El experimento estad constituido por un numero finito, n, de pruebas

idénticas.

e Cada prueba tiene exactamente dos resultados posibles. A uno de ellos

se le llama arbitrariamente éxito y al otro, fracaso.

e La probabilidad de éxito de cada prueba aislada es constante para todas

las pruebas y recibe la denominacion de “p”.

e Por medio de la distribucion binomial tratamos de encontrar un nimero

dado de éxitos en un nimero igual 0 mayor de pruebas.

Puesto que solo hay dos resultados posibles, la probabilidad de fracaso, a la que

podemos denominar q, esta dada por la diferencia 1 — p, esto es, corresponde al

complemento de la probabilidad de éxito, y como esta Ultima es constante, entonces

también lo es la probabilidad de fracaso.
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La probabilidad de “x” éxitos en n intentos esta dada por la siguiente expresion:

X N—X
P(X)_n Cx p q
Esta formula nos dice que la probabilidad de obtener “x” numero de éxitos en n
pruebas (como ya se indicé arriba) estd dada por la multiplicacion de n
combinaciones en grupos de x por la probabilidad de éxito elevada al nUmero de
éxitos deseado y por la probabilidad de fracaso elevada al numero de fracasos

deseados.

Con el término combinaciones nos referimos al nimero de formas en que
podemos extraer grupos de k objetos tomados de una coleccion de n de ellos (n
2 k), considerando que el orden en que se toman o seleccionan no establece
diferencia alguna. El simbolo nCk denota el nUmero de tales combinaciones y se

lee combinaciones de n objetos tomados en grupos de k. Operativamente,
nCk =n!/[x! (n-x)!]
El simbolo ! indica el factorial del nimero, de modo que

n!'=(1)(2)(3)...(n)

A continuacion se ofrecen varios ejemplos que nos ayudaran a comprender el uso

de esta distribucion.
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Ejemplo 1. Un embarque de veinte televisores incluye tres unidades defectuosas.

Si se inspeccionan tres televisores al azar, indica cual es la probabilidad de que se

encuentren dos defectuosos.
Solucioén:

Podemos verificar si se trata de una distribucién binomial mediante una

lista de chequeo de cada uno de los puntos que caracterizan a esta

distribucion.
Caracteristica Estatus Observacion
Hay un ndmero finito de ensayos 5 Cada televisor es un ensayo y hay
3 de ellos
Cada ensayo tiene solo dos - Cada televisor puede estar
resultados defectuoso o no
La probabilidad de éxito es - La probabilidad de que la unidad
constante esté defectuosa es 3 /20
Se desea saber la probabilidad de 5| Se desea saber la probabilidad de
un cierto nimero de éxitos que X=2

Una vez que hemos confirmado que se trata de una distribucion binomial

aplicamos la expresion
P(x)= nCx p*q™™X, de modo que:
P(2) = 5C2 (3/20)?(17/20)* = 3 (0.0225) (0.85) = 0.057375

Ejemplo 2. Una pareja de recién casados planea tener tres hijos. Di cudl es la
probabilidad de que los tres hijos sean varones si consideramos que la probabilidad
de que el descendiente sea hombre o mujer es igual.
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Solucién:

Verificamos primero si se cumplen los puntos que caracterizan la

distribucion binomial.

Claramente, es un experimento aleatorio con tres ensayos, y en todos ellos
s6lo hay dos resultados posibles, cada uno con probabilidad de 0.5 en cada
ensayo. Si se define como éxito que el sexo sea masculino, entonces

podemos decir que se desea saber la probabilidad de que haya tres éxitos.

Entonces, el experimento lleva a una distribucién binomial y,

P(3) = sCs (1/2)3(1/2)° = (1/2)® = 0.0125

Ejemplo 3. Se sabe que el 30% de los estudiantes de secundaria en México es
incapaz de localizar en un mapa el lugar donde se encuentra Afganistan. Si se

entrevista a seis estudiantes de este nivel elegidos al azar:

a) ¢, Cual sera la probabilidad de que exactamente dos puedan localizar este pais?
b) ¢ Cual seré la probabilidad de que un maximo de dos puedan localizar este pais?
Solucién:

Al igual que en los casos anteriores verificamos si se cumple o no que el

experimento lleva a una distribucion binomial.

Se trata de un experimento con seis ensayos, en cada uno de los cuales
puede ocurrir que el estudiante sepa o no sepa localizar Afganistan en el
mapa. Si se define como éxito que si sepa la localizacion podemos decir
gue la probabilidad de éxito es de 0.30. Ademas, las probabilidades que se
desea calcular se refieren al nimero de éxitos. Concluimos que el

experimento es Bernoulli y, por lo tanto,
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P(2) = 6C2 (0.30)%(0.70)* = 15 (0.09) (0.2401) = 0.324135

Por cuanto hace al inciso (b), la frase «un maximo de dos» significa que X

toma los valores cero, uno o dos. Entonces,

P(X<2) =P(2) + P(1) + P(0) =

= 6C2 (0.30)%(0.70)* + 6C1 (0.30)}(0.70)° + 6Co (0.30)°(0.70)° =
= 15(0.09)(0.2401) + 6(0.30)(0.16807) + 0.1176 =

=0.661941

Esperanza y varianza de una variable aleatoria binomial
Consideremos de nueva cuenta el ejemplo 1.

¢, Qué pasa con las probabilidades de los otros valores posibles para la variable

aleatoria? Si hacemos los calculos respectivos tendriamos:

P(0) = 3Co (3/20)°(17/20)° = 0.614125

P(1) = 3C1 (3/20)}(17/20)? = 3 (0.15)(0.7225) = 0.325125

P(3) = 3C3 (3/20)3(17/20)° = (0.003375) = 0.003375

Si recordamos que P(2) = 0.057375, entonces podemos confirmar que
P(0) + P(1) + P(2) + P(3) = 1.00,

lo que era de esperarse puesto que los valores 0, 1, 2 y 3 constituyen el universo

en el experimento en cuestion.
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Con estos valores podemos determinar la esperanza y varianza de la variable

aleatoria considerada. Para ello nos es util acomodar los datos en una tabla

recordando que:

M =Zx [P(X=x)], y que, 0% = Z (x — 4)* [P(X=x)]

Funcién de
probabilidad
P(X=x)

(x - 0.45)2

(x - 0.45) 2P(X =x)

0.614125
0.325125
0.057375
0.003375

w N B O

Suma

0.000000
0.325125
0.114750
0.010125
0.450000

0.2025
0.3025
2.4025
6.5025

Entonces, la esperanza es 0.45 y la varianza 0.3825.

0.124360
0.098350
0.137843
0.021946
0.382500

Si interpretamos las probabilidades anteriores en un sentido frecuentista, diriamos

que si consideramos un numero grande de realizaciones del experimento, por

ejemplo un millén de veces, en aproximadamente 614 125 realizaciones tendremos

refrigeradores sin defecto, en 325 125 veces encontraremos un refrigerador con

defecto, en otras 57 375 ocasiones encontraremos dos refrigeradores con defecto

y en 3 375 veces los tres refrigeradores estarian defectuosos.

Con estos datos podemos elaborar una tabla de distribucién de frecuencias y

calcular el promedio de refrigeradores defectuosos.

Cuarto semestre
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Numero de refrigeradores Frecuencia fm
defectuosos (x) ()
0 614 125 0
1 325 125 325 125
2 57 375 114 750
3 3375 10 125

Total 1 000 000 450 000

Luego,
M =450 000 /1000000 =0.45
Asimismo, podemos calcular la varianza:

02= [614 125 (0-0.45)2 + 325 125 (1-0.45)2 + 57 375 (2-0.45)2 + 3 375 (3-0.45)2] /
100

= (124 360.313 + 98 350.3125 + 137 843.438 + 29 945.9375) / 100
=0.3825

Observa que hemos seguido fielmente las lecciones de estadistica descriptiva en
el calculo de y y 0 y que hemos llegado a los mismos valores que ya habiamos
obtenido. Esto nos proporciona por lo menos un esquema con el cual podemos

interpretar la esperanza y varianza, haciendo uso del concepto de frecuencias.

Es importante ademas, darse cuenta que podemos llegar a estos mismos valores

de un modo mas sencillo si nos percatamos que

e 1 =0.45 es precisamente el resultado que se obtiene al multiplicar el nUmero

de ensayos por la probabilidad de éxito, esto es, 3(0.15)
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e 02 = 0.3825 es precisamente el resultado que se obtiene al multiplicar el
namero de ensayos por la probabilidad de éxito y por la de fracaso, esto es,
3(0.15)(0.85)

En otras palabras,

Media y varianza de una variable

aleatoria binomial

M =np 0% =npq

Puede ocurrir, como en el caso del ejemplo anterior, que la esperanza da un valor
gue no coincide con los valores posibles de la variable aleatoria. Por eso se dice

que la esperanza es un valor ideal.

Por otra parte, si desglosamos cada uno de los elementos que integran la expresion
del calculo de probabilidades de la distribucion binomial y consideramos las

expresiones para el célculo de la media y la varianza, tendremos que:

nCx =n!/ [x! (n—x)!]
p*=p*

q ™= (1-p) ™
Media= np

Varianza=np (1 —-p)
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Lo que nos revela que para poder calcular cualquier probabilidad con el modelo
binomial o su esperanza o varianza debemos conocer los valores de n, el nUmero
total de ensayos, y de p, la probabilidad de éxito. El valor de x, el nUmero de éxitos

se establece de acuerdo con las necesidades del problema.

Lo anterior nos permite concluir que la distribucion binomial queda completamente
caracterizada cuando conocemos los valores de n y p. Por esta razon a estos

valores se les conoce como los parametros de la distribucion.

Un error que suele cometerse a propasito de la distribucion binomial es considerar
gue sus parametros son la esperanzay varianza de la variable aleatoria respectiva.

En realidad estos dos valores se expresan en funcion de los parametros.
El siguiente ejemplo nos ayudara a entender este concepto.

Ejemplo 4: De acuerdo con estudios realizados en un pequefio poblado, el 20% de
la poblacion tiene parasitos intestinales. Si se toma una muestra de 1,400 personas,

¢, CUdntos esperamos que tengan parasitos intestinales?
Media=np=1400(0.20)=280
Este es el nimero promedio de elementos de la muestra que tendria ese problema.

Usando el teorema de Tchebyshev podriamos considerar que el valor real estaria
a dos desviaciones estandar con un 75% de probabilidades y a tres con un 89%.
De acuerdo con ello obtenemos la desviacion estandar y posteriormente

determinamos los intervalos.

Teorema de Tchebyshev

El teorema de Tchebyshev sefala que la probabilidad de que una variable
aleatoria tome un valor contenido en k desviaciones estandar de la media

es cuandomenos 1 —1/k2
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Desviacion estandar:

o =npg =/1,400x 0.20x 0.80 = /224 =14.97

La media mas menos dos desviaciones estandar nos daria un intervalo de 250 a

310 personas que tienen problemas.

La media mas menos tres desviaciones estandar nos daria un intervalo de 235 a

325 personas que podrian tener problemas.

3.3.2. Distribucién de Poisson

Es otra distribucion teérica de probabilidad de variable aleatoria discreta y tiene
muchos usos en economia y comercio. Se debe al tedrico francés Simeon Poisson

quien la derivé en 1837 como un caso especial (limite) de la distribucién binomial.

Se puede utilizar para determinar la probabilidad de un nimero designado de éxitos
cuando los eventos ocurren en un espectro continuo de tiempo y espacio. Es
semejante al proceso de Bernoulli, excepto que los eventos ocurren en un espectro
continuo, de manera que al contrario del modelo binomial, se tiene un nimero

infinito de ensayos.

Como ejemplo tenemos el numero de llamadas de entrada a un conmutador en un

tiempo determinado, o el nimero de defectos en 10 m? de tela.

En cualquier caso, sélo se requiere conocer el nimero promedio de éxitos para

la dimension especifica de tiempo o espacio de interés.

Este nUmero promedio se representa generalmente por 1 (lambda) y la férmula de

una distribucion de Poisson es la siguiente:
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P(x/A)= .

En esta férmula, x representa el numero de éxitos cuya probabilidad deseamos

calcular; 4 esel promedio de éxitos en un periodo de tiempo 0 en un cierto espacio;
“e” es la base de los logaritmos naturales; y el simbolo de admiracion representa el

factorial del nUmero que se trate.

Ejemplo 1: El manuscrito de un texto de estudio tiene un total de 40 errores en las
400 péaginas de material. Los errores estan distribuidos aleatoriamente a lo largo

del texto. Calcular la probabilidad de que:

a) Un capitulo de 25 paginas tenga dos errores exactamente.
b) Un capitulo de 40 péaginas tenga mas de dos errores.

c) Una péagina seleccionada aleatoriamente no tenga errores.
Solucion:

En cada caso debemos establecer primero el nUmero promedio de errores.
En el inciso (a) nos referiremos al nUmero promedio por cada 25 paginas,
en el inciso (b) por cada 40 paginas y en el (c) por pagina. Esto lo podemos
hacer mediante el procedimiento de proporcionalidad directa o regla de

tres.

a)Dos errores en 25 paginas
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Datos

40 — 400
A— 25

~ A=25
X=2
e=2.71828

2 -2.5
p(2/25)= 2> 2';1828 = 0.256 = 25.6%

Existe un 25.6% de probabilidad de que un capitulo de 25 paginas tenga
exactamente dos errores.

b)Mas de dos errores en 40 paginas

Datos

40 — 400
A - 40

S A=4
X=2

e =2.71828
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0 —4
p(0/4)=22T1828 " _4018-1.8%
0!
1 —4
p(1/4)=22M828 " _ 4 673-7.3%
1
2 -4
P(2/4)=" 2'721'828 = 0.146 = 14.6%

P(>2/4)=1-(0.018+7.3+14.6) = 0.762 = 76.2%

Existe un 76.2% de probabilidad de que un capitulo de 40 paginas tenga
mas de dos errores.

¢) Una péagina no tenga errores:

Datos

40 — 400
A-1

. 4=0.10
X=2
e=2.71828

0 -0.10
p(0/0.10)= 21 2‘5}828 = 0.905 = 90.5%

Existe un 90.5% de probabilidad de que una sola pagina seleccionada
aleatoriamente no tenga errores.

Un aspecto importante de la distribucion de Poisson es que su media y varianza
son iguales. De hecho,
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Media y Varianza de una variable
aleatoria Poisson

De acuerdo con lo anterior, para determinar las probabilidades en un modelo de
Poisson o calcular su esperanza o varianza debemos conocer el valor de A, esto

es, del nimero promedio de éxitos. Este es el parametro de la distribucion.

3.3.3. La distribucion de Poisson como una aproximacion

ala distribucion binomial

En un experimento de Bernoulli, tal como los que acabamos de estudiar en la
distribucion binomial, puede suceder que el nimero de ensayos sea muy grande
y/o que la probabilidad de acierto sea muy pequefia y los calculos se vuelven muy
laboriosos. En estas circunstancias, podemos usar la distribucién de Poisson como

una aproximacion a la distribucion binomial.

Ejemplo 2: Una fébrica recibe un embarque de 1, 000,000 de rondanas. Se sabe
que la probabilidad de tener una rondana defectuosa es de .001. Si obtenemos una
muestra de 3000 rondanas, ¢cual sera la probabilidad de encontrar un maximo de

tres defectuosas?
Solucioén:

Este ejemplo, desde el punto de vista de su estructura, corresponde a una
distribucion binomial. Sin embargo, dados los volimenes y probabilidades
gue se manejan es conveniente trabajar con la distribucion Poisson, tal

como se realiza a continuacion. Debemos recordar que un maximo de tres
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defectuosas incluye la probabilidad de encontrar una, dos y tres piezas

defectuosas o ninguna.

Media: £ = nNp = 3,000 < 0.001=3

X, gH
P(x/u) =2 :

0 -3
P(0/3)= 32718287 _ 4 0498 =5.0%
0!
1 -3
P(1/3)= 32718287 _ 4 149 -14.9%
1!
2 -3
P(2/3)= 328287 _ ) 204 =22.4%
3!
3 -3
P(3/3)= 3 2'2828 =0.224 = 22.4%

La probabilidad de encontrar un maximo de tres piezas defectuosas esta

dado por la suma de las probabilidades arriba calculadas, es decir: 0.647 6

64.7% aproximadamente.
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3.3.4. Distribucion hipergeométrica

Este es otro caso de una distribucion de variable aleatoria discreta y guarda
aparentemente un gran parecido con la distribucién binomial, por cuanto en ambas
hay un nimero finito de ensayos, cada uno de los cuales pertenece a uno de dos
grupos (el equivalente a éxito o fracaso). Sin embargo, hay otros rasgos que

distinguen claramente al modelo hipergeométrico del binomial.
Para aplicar este modelo se requiere verificar los siguientes puntos:

e Hay un poblacion constituida por N observaciones
e La poblacién se puede dividir en dos grupos, Ky L, en el primero de los
cuales hay k observaciones y en el otro N-k
e De la poblacién se seleccionan al azar n observaciones
e Se desea determinar la probabilidad de que en la muestra haya x
observaciones que pertenecen al grupo K
El lector podra observar que en este caso no se hace ninguna mencion explicita en
torno a que la probabilidad de éxito sea constante, como en el caso del modelo
binomial. Esto se debe a que en el modelo hipergeométrico la extraccion de las
observaciones no sigue un esquema con reemplazo por lo que la probabilidad de

éxito ya no es constante.

Siimaginamos que hacemos la extraccion de la muestra elemento por elemento, la
probabilidad de que el primero en ser extraido sea del grupo K es, evidentemente,
k / N. A continuacion, procederiamos a extraer el segundo, pero en este caso el
namero de casos totales ya no seria N sino N—1 y el nUmero de casos favorables
ya no seria k sino k—1, por lo que la probabilidad de que este segundo elemento

provenga del grupo K seria (k=1) / (N-1).
Claramente la probabilidad de “éxito” no es constante.

La funcién que permite asignar las probabilidades en el modelo hipergeométrico es:
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P(X) — (ka)(N—k Cn—x)
N Cn
Sus parametros son precisamente, N, ny k. Son los parametros porque conociendo

estos valores se pueden ya calcular probabilidades con el modelo hipergeométrico.

Ejemplo 1. Un juez tiene ante si 35 actas testimoniales de las cuales sabe que 18
incluyen falso testimonio. Si extrae una muestra de tamafio 10, ¢cual es la

probabilidad de que haya 5 actas con falso testimonio?
Solucion:
Los datos del problema nos permiten identificar que:

N=35

n=10 — P(5) — (18C5 )(17 CS) — 02888

k=18 3510

x=5

3.3.5. Distribucién multinomial

Esta distribucidén de variable aleatoria discreta se aplica en situaciones en las que:

e Se extrae una muestra de N observaciones
e Las observaciones se pueden dividir en k grupos
e En cada extraccion la probabilidad (pk) de que el elemento seleccionado

pertenezca a uno de los k diferentes grupos permanece constante
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e Se desea determinar la probabilidad de que de los N elementos, X1

pertenezcan al grupo 1, n2 al grupo 2 y sucesivamente hasta el grupo k al

que deben pertenecer xk elementos, donde Z X = N

Como se puede apreciar, las semejanzas con la distribucidon binomial son claras,
ya que en ambos modelos hay un nimero finito de ensayos y las probabilidades se
mantienen constantes. La diferencia es que en el modelo multinomial la poblacion
se divide en k grupos y en el binomial s6lo en dos (“éxito” o “fracaso”). En este
sentido, se puede decir que la distribuciéon binomial es un caso patrticular de la

multinomial.
La funcion que permite calcular las probabilidades es:

Xk

P(Xgs Xgyeee X, 1) = P, P, Py Py

donde,
pk es la probabilidad (constante) de que un elemento cualquiera de la poblacién

pertenezca al grupo k, con Z p =1

Sus parametros son N y un conjunto de k-1 valores de probabilidad. Son los
pardmetros porque conociendo estos valores se pueden ya calcular probabilidades

con el modelo multinomial.

Ejemplo 1. Un perito debe presentar ante una autoridad judicial 14 peritajes. Se
sabe por experiencias anteriores que dicha autoridad acepta 40% de los peritajes,
desecha 35% y solicita nuevos peritajes en otro 25% de los casos. El perito desea

determinar la probabilidad de que le acepten 10 peritajes y le desechen sélo uno.
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Solucién:

Informatica

Si designamos como grupo 1 el de los peritajes aceptados y como grupo 2

el de los desechados, los datos del problema nos permiten identificar que:

N=14
pl=0.40
p2 =0.35
p3 =0.25
x1=10
x2=1

x3=4

I
— P(L01,4) = 14;4|(o.40)1°(o.35)1(o.25)4 ~0.0001

ot

1

3.4 Distribuciones de probabilidad

de variables continuas

Para comprender la diferencia entre las variables aleatorias discretas y las

continuas recordemos que las variables aleatorias continuas pueden asumir

cualquier valor dentro de un intervalo de la recta numérica o de un conjunto de

intervalos.

Como cualquier intervalo contiene una cantidad infinita de valores, no es posible

hablar de la probabilidad de que la variable aleatoria tome un determinado valor; en

lugar de ello, debemos pensar en términos de la probabilidad de que una variable

aleatoria continua tome un valor dentro de un intervalo dado.
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Esto significa que si X es una variable aleatoria continua, entonces por definicién

P(X =x) =0, cualquiera que sea el valor de x.

Las preguntas de interés tomaran entonces alguna de las siguientes formas

basicas:

e P(csX<=d)
donde a, b ¢ y d son numeros reales

Aqui debe observarse que P(X < a) = P(X < a), ya que como se ha hecho notar,
P(X=a)=0

Para describir las distribuciones discretas de probabilidades retomamos el
concepto de una funcion de probabilidad f(x). Recordemos que en el caso discreto,
esta funcién da la probabilidad de que la variable aleatoria “x” tome un valor
especifico. En el caso continuo, la contraparte de la funcién de probabilidad recibe
el nombre de funcién de densidad de probabilidad que también se representa por
f(x). Para una variable aleatoria continua, la funciéon de densidad de probabilidad
especifica el valor de la funcion en cualquier valor particular de “x” sin dar como
resultado directo la probabilidad de que la variable aleatoria tome un valor
especifico.

Para comprender esto, imagina que se tiene una variable aleatoria continua relativa
a un fendbmeno que puede repetirse un niumero muy grande de veces y que los
datos se arreglan en una tabla de distribucion de frecuencias con la caracteristica
especial de que los intervalos se definen de manera que sean muy finos. A
continuacion se graficarian los datos de la distribucion formando en primera

instancia un histograma, luego un poligono de frecuencias y de aqui, como paso
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subsecuente, una curva suavizada. Al tratar de determinar la probabilidad de que
la variable tome valores en un intervalo dado se observaria que en el limite, esto
es, entre mas finos sean los intervalos, tal probabilidad esta dada por el area bajo

la curva.

La curva suavizada seria la funcion de densidad de probabilidad, f(x), de modo que
el area entre esta curva y el eje X da la probabilidad. Esto lleva a hacer uso del

calculo integral ya que el area esta dada por:

a
mxsm=ju@w
donde el simbolo | denota el proceso de integracion.

Los valores que se obtienen de P(X < a) para todos los valores posibles a,
constituyen la funcion de distribucién acumulativa de la variable aleatoria X,

misma que se denota como Fx.

Debe ocurrir, para que Fx sea realmente una funcion de distribucion de

probabilidades, que Fx(«) = 1.

En principio parece complicado el manejo de las funciones de distribucion de
probabilidades en el caso continuo, particularmente si no se manejan las
herramientas del calculo integral. Sin embargo, en muchas situaciones de
soluciones informaticas en las que se requieran analisis de datos, las distribuciones

de probabilidad pueden ser de gran ayuda, como por ejemplo la distribucién normal.

3.4.1. Distribucién normal

Esta distribucién de probabilidad también es conocida como “Campana de Gauss”

por la forma que tiene su gréfica y en honor del matematico que la desarroll6. Tal
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vez dé la impresion de ser un tanto complicada, pero no debes preocuparte por ello,
pues para efectos del curso, no es necesario usarla de manera analitica, sino

comprender intuitivamente su significado.

De cualquier manera se dara una breve explicacion de la misma para efectos de

una mejor comprension del tema. Su funcién aparece a continuacion.

1 e

En esta funcion la “y” es la ordenada de las coordenadas rectangulares cartesianas
y representa la altura sobre el eje “X”; x es la abscisa en este sistema de
coordenadas; 1 = 3.14159; “e” corresponde a la base de los logaritmos naturales
que el estudiante ya tuvo ocasién de utilizar en la distribucion de Poisson. Los

simbolos py y o corresponden a la media y a la desviacion estandar.

Podemos decir que ésta es la expresion de la ecuacion normal, de la misma manera
que y=mx+b es la expresion de la ecuacion de la recta (en su forma cartesiana),
por lo que asi como podemos asignar distintos valores a m (la pendiente) y b (la
ordenada al origen), para obtener una ecuacion particular (p. ej. y=4x+2), de la
misma manera podemos sustituir y y o por cualquier par de valores para obtener
un caso particular de la funcion normal. Si lo hacemos de esa manera, por ejemplo,
dandole a la media un valor de cero y a la desviacion estandar un valor de 1,
podemos ir asignando distintos valores a “x” (en el rango de —4 a 4, por ejemplo)
para calcular los valores de “y”. Una vez que se ha completado la tabla es facil
graficar en el plano cartesiano. Obtendremos una curva de forma acampanada. A

continuacion se muestran tanto los puntos como la grafica para estos valores.

o 164 de 258




’
] !).'“

SUAVED

Informatica

Grafica de la distibucion normal

+Y

-4.0 0.00013
-3.6 0.00061
-3.2 0.00238
-2.8 0.00792
-2.4 0.02239
-2.0 0.05399
-1.6 0.11092
-1.2 0.19419
-0.8 0.28969
-0.4 0.36827
0.0 0.39894
0.4 0.36827
0.8 0.28969
1.2 0.19419
1.6 0.11092
2.0 0.05399
2.4 0.02239
2.8 0.00792
3.2 0.00238
3.6 0.00061
4.0 0.00013

Curva-nomal

165 de 258




Informatica

Es importante mencionar que el area que se encuentra entre la curva y el eje de las
abscisas es igual a la unidad o 100%. La curva normal es simétrica en relacion con
la media. Esto quiere decir que la parte de la curva que se encuentra a la derecha
de la curva es como una imagen reflejada en un espejo de la parte que se encuentra
a la izquierda de la misma. Esto es importante, pues el area que se encuentra a la
izquierda de la media es igual a la que se encuentra a la derecha de la misma y

ambas son iguales a 0.5 o el 50%.

Para trabajar con la distribucion normal debemos unir los conceptos de area bajo
la curva y de probabilidad. La probabilidad de un evento es proporcional al area
bajo la curva normal que cubre ese mismo evento. Un ejemplo nos ayudara a

entender estos conceptos.

Con base en la figura, vamos a suponer que el rendimiento de las acciones en la
Bolsa de Valores en un mes determinado tuvo una media de 0% con una desviaciéon
estandar de 1%. (Esto se asimila a lo dicho sobre nuestra grafica de una distribucion
normal con una media de cero y una desviacion estandar de 1). De acuerdo con
esta informacién, es mucho mas probable encontrar acciones cuyo precio fluctie

entre —2% y 2%, que acciones con mayor fluctuacién (ver las siguientes graficas).

Puntos entre -2%y 2% Puntos antes de 2%y después de 2%
f': il %
+ ] - 4
¥ 3 ¥ ]
* ] * b =
JE I ] ]
- 3 *
3 . & |
o E Y ]
T TT T T T T 1 T7T T TT 17T TT T T ] o E o
-3D E: 1: ]D D ED SD ||||TF|"‘|T|'YYY-YYY'|T??'TII||
¥ 60 40 20 0.0 2.0 40 6.0
X
Digtribucion namal
Distribucion normal
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Para calcular probabilidades en el caso de la distribucibn normal se cuenta
afortunadamente con valores ya tabulados para el caso en que la distribucion tiene
una media igual a 0 y una desviacion estandar igual a 1. A esta distribucion se le
conoce como distribucion normal estandar, y se le denota como N(0,1). En los
proximos parrafos aprenderemos a utilizar la tabla de la distribuciéon normal

estandar.

La figura “Puntos menores a —2% y 2%”, nos muestra el area que hay entre los
valores —2 y 2 y ademas nos ensefia que al ser la campana simétrica, tal area es el
doble de la que hay entre los valores 0 y 2. En general, el area entre los valores —z
y z es el doble de la que hay entre los valores 0 y z. ¢De qué manera nos puede

ayudar la tabla a encontrar el valor de tal area?

Al examinar la tabla de la distribucion normal, (el alumno puede consultar la que
aparece en el apéndice de esta unidad o la de cualquier libro de estadistica),
podemos observar que la columna de la extrema izquierda tiene, precisamente el
encabezado de “Z”. Los valores de la misma se van incrementando de un décimo
en un décimo a partir de 0.0 y hasta 4.2 (en nuestra tabla, en otras puede variar).
El primer renglon de la tabla también tiene valores de “Z” que se incrementan de un
centésimo en un centésimo de .00 a .09. Este arreglo nos permite encontrar los

valores del area bajo la curva para valores de “Z” de 0.0 a 4.29.

Asi podemos ver que para Z=1 (primera columna del cuerpo de la tabla y renglon
de 1.0), el area es de 0.34134. Esto quiere decir, que entre la media y una unidad

de z a la derecha tenemos el 34.134% del area de toda la curva.

Por el mismo procedimiento podemos ver que para un valor de Z=1.96 (renglon de
Z=1.9 y columna de Z=.06), tenemos el 0.47500 del area. Esto quiere decir que
entre la media y una Z de 1.96 se encuentra el 47.5% del area bajo la curva normal.

De esta manera, para cualquier valor de Z se puede encontrar el area bajo la curva.
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En el caso en z=2, la tabla nos da un valor de 0.47725, por lo que el area encerrada

bajo la curva entre los valores -2 y 2 es 2(0.47725) = 0.9545

La manera en que este conocimiento de la tabla de la distribucion normal puede
aplicarse a situaciones mas relacionadas con nuestras profesiones se puede ver

en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1: Una empresa tiene registrados en su base de datos 2000 clientes. Cada
cliente debe en promedio $7000 con una desviacion estdndar de $1000. La
distribucion de los adeudos de los clientes es aproximadamente normal. Di cuantos

clientes esperamos que tengan un adeudo entre $7000 y $8,500.
Solucion:

Nos percatamos de que valores como 7000 o 1000 no aparecen en la tabla
de la distribucion normal. Es alli donde interviene la variable Z porque nos
permite convertir los datos de nuestro problema en nimeros que podemos

utilizar en la tabla. Lo anterior lo podemos hacer con la siguiente formula:

En nuestro caso, nos damos cuenta de que buscamos el area bajo la curva
normal entre la media, 7000, y el valor de 8500. Sustituyendo los valores

en la formula obtenemos lo siguiente:

. 8,500 7,000 15
1,000

Buscamos en la tabla de la normal el area bajo la curva para Z=1.5y
encontramos 0.43319. Esto quiere decir que aproximadamente el 43.3%

de los saldos de clientes estan entre los dos valores sefalados.
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En caso de que el célculo de Z arroje un nimero negativo significa que estamos

trabajando a la izquierda de la media. El siguiente ejemplo ilustra esta situacion.

Ejemplo 2: En la misma base de datos de la empresa del ejemplo anterior
deseamos saber qué proporcion de la poblacion estard entre $6,500.00 y
$7,000.00.

Solucioén:

Como en el caso anterior, nos damos cuenta de que nos piden el valor de

un &rea entre la media y otro nimero. Volvemos a calcular el valor de Z.

_6,500-7,000 _
1,000

Este valor de Z no significa un area negativa; lo Unico que indica es que el

area buscada se encuentra a la izquierda de la media.

Aprovechando la simetria de la curva buscamos el area bajo la curva en la
tabla para Z=0.5 (positivo, la tabla no maneja nimeros negativos) y
encontramos que el area es de 0.19146. Es decir que la proporcion de
saldos entre los dos valores considerados es de aproximadamente el
19.1%.

No siempre el &rea que se necesita bajo la curva normal se encuentra entre la
media y cualquier otro valor. Frecuentemente son valores a lo largo de toda la curva.
Por ello, es buena idea hacer un pequefio dibujo de la curva de distribucién normal
para localizar el o las areas que se buscan. Esto facilita mucho la visualizacion del
problema y, por lo mismo, su solucién. A continuacion se presenta un problema en

el que se ilustra esta técnica.

Ejemplo 3: Una pequefia poblacién recibe, durante la época de sequia, la dotacion

de agua potable mediante pipas que surten del liquido a la cisterna del pueblo una
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vez a la semana. El consumo semanal medio es de 160 metros cubicos con una
desviacion estandar de 20 metros cubicos. Indica cual sera la probabilidad de que

el suministro sea suficiente en una semana cualquiera si se surten:
a) 160 metros cubicos.
b) 180 metros cubicos.
c) 200 metros cubicos.

d) Indica asimismo cual sera la probabilidad de que se acabe el agua si una

semana cualquiera surten 190 metros cubicos.
Solucion:
a) 160 metros cubicos.

160 -160

El valor de Z en este caso seria: Z :T =0.0 Esto nos puede

desconcertar un poco; sin embargo, nos podemos dar cuenta de que si se
surten 160 metros cubicos el agua alcanzara si el consumo es menor que
esa cifra. La media esta en 160. Por ello el agua alcanzara en toda el area
de la curva que se muestra rayada. Es decir, toda la mitad izquierda de la
curva. El area de cada una de las mitades de la curva es de 0.5, por tanto,

la probabilidad buscada es también de 0.5.
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b) 180 metros cubicos.

180 -160
ElvalordeZes Z= 0 =1.0

El area que se busca es la que esta entre la media, 160, y 180. Se marca con una
curva en el diagrama Si buscamos el area bajo la curva en la tabla de la normal,
para z=1.0, encontraremos el valor de 0.34134. Sin embargo, debemos agregarle
toda la mitad izquierda de la curva (que por el disefio de la tabla no aparece). Ese
valor, como ya se coment6 es de .5. Por tanto, el valor buscado es de .5 mas
0.34134. Por ello la probabilidad de que el agua alcance si se surten 180 metros

cubicos es de 0.84134, es decir, aproximadamente el 84%.

0.341 0.343 0.346 0.348 0.350 0.353 0.355 0.357 0.359 0.362
1 3 8 1 5 8 1 4 7 9 1

c) 200 metros cubicos.

El &rea buscada se sefiala en el dibujo. Incluye la primera mitad de la curva

y parte de la segunda mitad (la derecha), la que se encuentra entre la media
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y 200. Ya sabemos que la primera mitad de la curva tiene un area de 0.5.
Para la otra parte tenemos que encontrar el valor de Z y buscar el area

correspondiente en la tabla.

200160 _
20

Lo que nos lleva a un valor en tablas de 0.47725. Al sumar las dos partes

Z= 2

nos queda .97725. Es decir, si se surten 200 metros cubicos hay una

probabilidad de casi 98% de que el agua alcance.

d) 180 200

Uuuw

"'\-\.._\_\_\_‘_

i

d) Indica asimismo cual serd la probabilidad de que se acabe el agua si una

semana cualquiera surten 190 metros cubicos.

La probabilidad de que se termine el agua en estas condiciones se

encuentra representada en la siguiente figura.

180 190

/
\

La probabilidad de que falte el agua esta representada por el area en la

cola de la distribucion, después del 190. La tabla no nos da directamente
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ese valor. Para obtenerlo debemos calcular Z para 190 y el valor del area
entre la media y 190 restarsela a .5 que es el area total de la parte derecha

de la curva.

Z= (190 — 160)/20= 1.5

El area para Z= 1.5 es de 0.43319. Por tanto, la probabilidad buscada es
0.5000 — 0.43319 = 0.06681 o aproximadamente el 6.7%.

Busqueda de Z cuando el area bajo la curva es conocida

Frecuentemente el problema no es encontrar el &rea bajo la curva normal mediante
el célculo de Z y el acceso a la tabla para buscar el &rea ya mencionada.
Efectivamente, a veces debemos enfrentar el problema inverso. Conocemos dicha
area y deseamos conocer el valor de la variable que lo verifica. El siguiente

problema ilustra esta situacion.

Ejemplo 4: Una universidad realiza un examen de admision a 10,000 aspirantes
para asignar los lugares disponibles. La calificacion media de los estudiantes es de
650 puntos sobre 1000 y la desviaciéon estandar es de 100 puntos; las calificaciones
siguen una distribucién normal. Indica qué calificacién minima debera de tener un

aspirante para ser admitido si:

a) Se aceptara al 10% de los aspirantes con mejor calificacion.

b) Se aceptara al 5% de aspirantes con mejor calificacion.

Solucioén:

a) Si hacemos un pequefio esquema de la curva normal, los aspirantes
aceptados representan el 10% del area que se acumula en la cola
derecha de la distribucion. El siguiente esquema nos dara una mejor

idea.
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Area del 10%

El razonamiento que se hace es el siguiente:

Si el &rea que se busca es el 10% de la cola derecha, entonces el area que
debemos de buscar en la tabla es lo mas cercano posible al 40%, esto es
0.4000 (esto se busca en el cuerpo de la tabla, no en los encabezados que
representan el valor de Z). Este es el valor de 0.39973 y se encuentra en el
renglon donde aparece un valor para Z de 1.2 y en la columna de 0.08. Eso
quiere decir que el valor de Z que mas se aproxima es el de 1.28. No
importa si al valor de la tabla le falta un poco o se pasa un poco; la idea es

que sea el mas cercano posible.

1.2 [0.3849 0.3869 0.3888 0.3907 0.3925 0.3944 0.3962 0.3980 |or<icklrs 0.4015

Si ya sabemos el valor de Z, calcular el valor de la calificacion (es decir “X”)
es un problema de algebra elemental y se trabaja despejando la férmula de

Z, tal como se indica a continuacion.
Partimos de la relacién

Z= (X — 650) / 100
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Observa que ya sustituimos los valores de la media y de la desviacion
estandar. Ahora sustituimos el valor de Z y nos queda:

1.28 = (X — 650) / 100
A continuacion despejamos el valor de x
1.28 (100) = X — 650
128 + 650 = X
X=778

En estas condiciones los aspirantes comenzaran a ser admitidos a partir de

la calificacién de 778 puntos en su examen de admision.

b) El razonamiento es analogo al del inciso a. Solamente que ahora no
buscamos que el area de la cola derecha sea el 10% del total sino
solamente el 5% del mismo. Esto quiere decir que debemos buscar en la
tabla en complemento del 5%, es decir, 45% 0 0.45000. Vemos que el valor

mas cercano se encuentra en el renglon de Z de 1.6 y en la centésima 0.04

1. 10445 0.446 0.447 0.448 | il 0.450 0.451 0.452 0.453 0.454
6 2 3 4 5 5 5 5 5 5 5

Esto nos indica que el valor de z que buscamos es el de 1.64. El despeje
de x se lleva a efecto de manera andloga al inciso anterior, tal como a

continuacion se muestra.
1.64 = (X — 650)/100

1.64 (100) = X — 650
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164 + 650 = X
X =814

En caso de que se desee mayor precision se puede recurrir a interpolar los valores
(por ejemplo, en este caso entre 1.64 y 1.65) o buscar valores mas precisos en

paquetes estadisticos de computo.

3.4.2. Distribucion exponencial

En una distribucién de Poisson los eventos ocurren en un espectro continuo de
tiempo o espacio. Se considera entonces que son eventos sucesivos de modo tal
que la longitud o tiempo que transcurre entre cada realizacion del evento es una
variable aleatoria, cuya distribucion de probabilidades recibe precisamente el

nombre de distribucion exponencial.

Esta se aplica cuando estamos interesados en el tiempo o espacio hasta el «primer
evento», el tiempo entre dos eventos sucesivos o el tiempo hasta que ocurra el
primer evento después de cualquier punto aleatoriamente seleccionado. Asi, se
presentan dos casos:

a) La probabilidad de que el primer evento ocurra dentro del intervalo de

interés. Su formula es: P (T < t) =1—e™*
b) La probabilidad de que el primer evento no ocurra dentro del intervalo de

)
interés. Su férmula es: P (T > t) =e

Donde A es la tasa promedio de eventos por unidad de tiempo o longitud, segun se
trate. Como en el caso de la distribucion de Poisson, su parametro es precisamente

esta tasa promedio.
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Ejemplo 1: Un departamento de reparaciones recibe un promedio de 15 llamadas

por hora. A partir de este momento, cual es la probabilidad de que:
a) En los siguientes 5 minutos no se reciba ninguna llamada.
b) Que la primera llamada ocurra dentro de esos 5 minutos.

¢) En una tabla indicar las probabilidades de ocurrencia de la primera llamada en
el minuto 1, 5, 10, 15, y 30.

Solucion:
a)No se reciba ninguna llamada:

Como la tasa promedio esta expresada en llamadas por hora y en la
pregunta se hace referencia a un periodo de 5 minutos, primero debemos
hacer compatibles las unidades. Para ello, establecemos una relacion de

proporcionalidad directa.

15 — 60
A- 5
12195 P(T>t)=e"
p(t>5)=2.71828"* =0.286 = 28.6%
e=2.71828

b) Primera llamada en 5 minutos:

P(T<t)=1-¢*
P(T <5)=1-271828"* =1-0.287 =0.713 =71.3%

c) Primera llamada en 1, 5, 10, 15 y 30 minutos:
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Espacio Probabilidad Probabilidad
tiempo ocurra No ocurra
1 minuto 0.25 0.221 0.779

5 minutos 1.25 0.713 0.287

10 minutos 2.50 0.918 0.082

15 minutos 3.75 0.976 0.024

30 minutos 7.50 0.999 0.001

3.5. Ley de los

grandes numeros

La ley de los grandes numeros sugiere que la probabilidad de una desviacion
significativa de un valor de probabilidad determinado empiricamente, a partir
de uno determinado tedricamente, es menor cuanto mas grande sea el

numero de repeticiones del experimento.

Esta ley forma parte de lo que en la probabilidad se conoce como teoremas de
limites, uno de los cuales es el teorema de De Moivre-Laplace segun el cual, la
distribucién binomial —que se presenta en multiples casos en los que se requiere
conocer la probabilidad de ocurrencia de un nimero determinado de éxitos en una
muestra aleatoriamente seleccionada— puede aproximarse por la distribucion
normal si el nimero de ensayos es suficientemente grande y donde el error en la
aproximacion disminuye en la medida en que la probabilidad de éxito se acerca a
0.5.
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Desde el punto de vista de las operaciones, si lo que deseamos es calcular la
probabilidad de que una variable aleatoria binomial con parametros n y p tome

valores entre a 'y b, entonces debemos:

e Determinar la media y desviacion estandar de la variable binomial, esto es,

calcular los valores ded = np,y 0 = (npq)ll2

e Reformular la probabilidad deseada en el contexto binomial por la
probabilidad deseada en el contexto de la distribucion normal, incorporando
una correccion por finitud, esto es, si huestra pregunta original es determinar
el valor de P(a = X < b) entonces, buscaremos aplicar la distribucion normal

para calcular:

a—0.5-np <7< b+0.5-np
+/Npq +/Npg

donde los sumandos 0.5 y —0.5 constituyen la correccién por finitud.

P

e Emplear la tabla de la distribucion normal.
Veamos un ejemplo.

Ejemplo 1. Se arroja una moneda legal 200 veces. Se desea saber la probabilidad

de que aparezca sol mas de 110 veces pero menos de 130.
Solucion:

El hecho de que la moneda sea legal significa que la probabilidad de que
el resultado sea sol es igual a la probabilidad de que salga aguila, de modo
gue tanto la probabilidad de éxito como de fracaso es 0.5, y esta
probabilidad no cambia de ensayo a ensayo. Podemos decir entonces que

estamos en presencia de un experimento Binomial, de modo que podemos
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plantear el problema en los siguientes términos, donde S es la variable

aleatoria que denota el numero de soles:

P(110 < S < 130) = P(S= 111) + P(S= 112) + P(S= 113) + ... + P(S= 129)

129

= 320G (09) (0™

i=111

El problema es que tendriamos dificultades al hacer las operaciones
incluso con una calculadora. Es aqui donde resulta util aplicar la

distribucion normal como aproximacion a la distribucion binomial.

Como n=200 y p=0.5, entonces la media es y = 200(0.5) = 100, en tanto
que la varianza es g% = 200(0.5)(0.5) = 50, de modo que la desviacion

estandares o = 7.07.
En consecuencia,
P(111<X<129) =P [(110.5-100)/7.07 £Z < (129.5 - 100) / 7.07]
=P (10.5/7.07<Z<29.5/7.07)
=P (1.49<Z2<4.17)
=0.5-0.4319
=0.0681

Cuando el numero de ensayos es grande pero el valor de la probabilidad de éxito
Se acerca a Cero 0 a uno, esto es se aleja de 0.5, es mejor emplear la distribucion

de Poisson como aproximacion a la binomial.
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DISTRIBUCION NORMAL ESTANDAR (AREA BAJO LA CURVA)

_ 0.00000 | 0.01000 | 0.02000 0.03000 = 0.04000 | 0.05000 0.06000 0.07000 0.08000 = 0.09000

0.00000 0.00399 0.00798 0.01197 0.01595 0.01994 0.02392 0.02790 0.03188 0.03586

0.1 0.03983 0.04380 0.04776 0.05172 0.05567 0.05962 0.06356 0.06749 0.07142 0.07535
0.2 0.07926 0.08317 0.08706 0.09095 0.09483 0.09871 0.10257 0.10642 0.11026 0.11409
0.3 0.11791 0.12172 0.12552 0.12930 0.13307 0.13683 0.14058 0.14431 0.14803 0.15173
0.4 0.15542 0.15910 0.16276 0.16640 0.17003 0.17364 0.17724 0.18082 0.18439 0.18793
0.5 0.19146 0.19497 0.19847 0.20194 0.20540 0.20884 0.21226 0.21566 0.21904 0.22240
0.6 0.22575 0.22907 0.23237 0.23565 0.23891 0.24215 0.24537 0.24857 0.25175 0.25490
0.7 0.25804 0.26115 0.26424 0.26730 0.27035 0.27337 0.27637 0.27935 0.28230 0.28524
0.8 0.28814 0.29103 0.29389 0.29673 0.29955 0.30234 0.30511 0.30785 0.31057 0.31327
0.9 0.31594 0.31859 0.32121 0.32381 0.32639 0.32894 0.33147 0.33398 0.33646 0.33891
1 0.34134 0.34375 0.34614 0.34849 0.35083 0.35314 0.35543 0.35769 0.35993 0.36214
1.1 0.36433 0.36650 0.36864 0.37076 0.37286 0.37493 0.37698 0.37900 0.38100 0.38298
1.2 0.38493 0.38686 0.38877 0.39065 0.39251 0.39435 0.39617 0.39796 0.39973 0.40147
1.3 0.40320 0.40490 0.40658 0.40824 0.40988 0.41149 0.41308 0.41466 0.41621 0.41774
1.4 0.41924 0.42073 0.42220 0.42364 0.42507 0.42647 0.42785 0.42922 0.43056 0.43189
15 0.43319 0.43448 0.43574 0.43699 0.43822 0.43943 0.44062 0.44179 0.44295 0.44408
1.6 0.44520 0.44630 0.44738 0.44845 0.44950 0.45053 0.45154 0.45254 0.45352 0.45449
1.7 0.45543 0.45637 0.45728 0.45818 0.45907 0.45994 0.46080 0.46164 0.46246 0.46327
1.8 0.46407 0.46485 0.46562 0.46638 0.46712 0.46784 0.46856 0.46926 0.46995 0.47062
1.9 0.47128 0.47193 0.47257 0.47320 0.47381 0.47441 0.47500 0.47558 0.47615 0.47670

2 0.47725 0.47778 0.47831 0.47882 0.47932 0.47982 0.48030 0.48077 0.48124 0.48169
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3.5
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3.7

3.8

3.9

4.1

4.2

0.48214

0.48610

0.48928

0.49180

0.49379

0.49534

0.49653

0.49744

0.49813

0.49865

0.49903

0.49931

0.49952

0.49966

0.49977

0.49984

0.49989

0.49993

0.49995

0.49997

0.49998

0.49999

0.48257

0.48645

0.48956

0.49202

0.49396

0.49547

0.49664

0.49752

0.49819

0.49869

0.49906

0.49934

0.49953

0.49968

0.49978

0.49985

0.49990

0.49993

0.49995

0.49997

0.49998

0.49999

0.48300

0.48679

0.48983

0.49224

0.49413

0.49560

0.49674

0.49760

0.49825

0.49874

0.49910

0.49936

0.49955

0.49969

0.49978

0.49985

0.49990

0.49993

0.49996

0.49997

0.49998

0.49999

0.48341

0.48713

0.49010

0.49245

0.49430

0.49573

0.49683

0.49767

0.49831

0.49878

0.49913

0.49938

0.49957

0.49970

0.49979

0.49986

0.49990

0.49994

0.49996

0.49997

0.49998

0.49999
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0.48382

0.48745

0.49036

0.49266

0.49446

0.49585

0.49693

0.49774

0.49836

0.49882

0.49916

0.49940

0.49958

0.49971

0.49980

0.49986

0.49991

0.49994

0.49996

0.49997

0.49998

0.49999

0.48422

0.48778

0.49061

0.49286

0.49461

0.49598

0.49702

0.49781

0.49841

0.49886

0.49918

0.49942

0.49960

0.49972

0.49981

0.49987

0.49991

0.49994

0.49996

0.49997

0.49998

0.49999

0.48461

0.48809

0.49086

0.49305

0.49477

0.49609

0.49711

0.49788

0.49846

0.49889

0.49921

0.49944

0.49961

0.49973

0.49981

0.49987

0.49992

0.49994

0.49996

0.49998

0.49998

0.49999

0.48500

0.48840

0.49111

0.49324

0.49492

0.49621

0.49720

0.49795

0.49851

0.49893

0.49924

0.49946

0.49962

0.49974

0.49982

0.49988

0.49992

0.49995

0.49996

0.49998

0.49998

0.49999

0.48537

0.48870

0.49134

0.49343

0.49506

0.49632

0.49728

0.49801

0.49856

0.49896

0.49926

0.49948

0.49964

0.49975

0.49983

0.49988

0.49992

0.49995

0.49997

0.49998

0.49999

0.49999

0.48574

0.48899

0.49158

0.49361

0.49520

0.49643

0.49736

0.49807

0.49861

0.49900

0.49929

0.49950

0.49965

0.49976

0.49983

0.49989

0.49992

0.49995

0.49997

0.49998

0.49999

0.49999

182 de 258



\ T saa
\ \@ﬁ’}". ¢ Informatica
3 L .
M SUAVED

RESUMEN

Se define el concepto de variable aleatoria y se sefialan sus diferentes tipos.
Asimismo, se presentan los rasgos que permiten distinguir algunos modelos de
distribucion probabilistica de variables aleatorias, tipificando los mismos a traves de
las expresiones analiticas de la funcién de probabilidad y de densidad, su
esperanza matematica, su varianza y sus parametros. Ademas, en el caso de la
distribucion normal se presenta el concepto de distribucion normal estandar y se
muestra el manejo de las tablas respectivas, asi como el uso de esta distribucion

por cuanto aproximacion al modelo binomial.
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curva normal.

Anderson, David R., Sweeney, Dennis J., Williams, Thomas A. (2005). Estadistica
para administracion y economia (82. Edicion). México: International Thomson

Editores, 888 pp. mas apéndices.

Berenson, Mark L., David M. Levine, y Timothy C. Krehbiel (2001). Estadistica para
administracion (22 Edicion). México: Prentice Hall, 734 pp.
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Herndndez Sampieri, R., C. Ferndndez Collado, Lucio P Baptista (2006).
Metodologia de la investigacion (42 edicion). México: McGraw-Hill
Interamericana, 850 pp.

Levin, Richard I. y David S. Rubin. (2004). Estadistica para administracién y
economia (72. Edicion). México: Pearson Educacion Prentice Hall, 826 pp.

MAas anexos.

Lind, Douglas A., Marchal, William G.,Wathen, Samuel, A. (2008). Estadistica
aplicada a los negocios y la economia (132 edicion). México: McGraw-Hill

Interamericana, 859 pp.
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OBJETIVO PARTICULAR

El alumno identificara e interpretara los diferentes tipos de distribuciones
muestrales.

TEMARIO DETALLADO

(8 horas)
4. Distribuciones muestrales
4.1 La distribucion muestral de la media
4.2 El teorema central del limite
4.3 La distribucion muestral de la proporcion
4.4 La distribucion muestral de la varianza
. 189 de 258

Cuarto semestre



L

A
u‘ .

Gt
o

i
i
Jis)

‘Q’ {ig.f{fﬁ’r}:a, _icenciz Informatica
) ol »
=\uKA  SUAVED

INTRODUCCION

La distribucion de la poblacion, de la cual extraemos la muestra con la que
trabajamos en estadistica, es importante para saber qué tipo de distribucion
debemos aplicar en cada una de las situaciones que se nos presenten en la
practica; en esta unidad veremos algunas de estas distribuciones que se
encuentran relacionadas con la distribucion normal, ademas de observar la

distribucién muestral para la media y para la proporcion.
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4.1. La distribucion
muestral de la media

El estudio de determinadas caracteristicas de una poblacion se efectua a través de

diversas muestras que pueden extraerse de ella.

El muestreo puede hacerse con o sin reposicion, y la poblacion de partida puede
ser infinita o finita. Una poblacion finita en la que se efectia muestreo con reposicion
puede considerarse infinita tedricamente. También, a efectos practicos, una
poblacion muy grande puede considerarse como infinita. En todo nuestro estudio

vamos a limitarnos a una poblacion de partida infinita o0 a muestreo con reposicion.

Consideremos todas las posibles muestras de tamafio n en una poblacion. Para
cada muestra podemos calcular un estadistico (media, desviacion tipica,
proporcién) que variara de una a otra. Asi obtenemos una distribucién del

estadistico que se llama distribucion muestral.

Las dos medidas fundamentales de esta distribucién son la media y la desviacion

tipica, también denominada error tipico.

Hay que hacer notar que si el tamafio de la muestra es lo suficientemente grande
las distribuciones muestrales son normales y en esto se basaran todos los

resultados que alcancemos.
Distribucién muestral de medias

Cada muestra de tamafio n que podemos extraer de una poblacién proporciona una

media. Si consideramos cada una de estas medias como valores de una variable
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aleatoria podemos estudiar su distribucion que llamaremos distribucion muestral de

medias.

Si tenemos una poblacion normal N (1, [1) y extraemos de ella muestras de tamafio

n, la distribucién muestral de medias sigue también una distribucion normal
o
N —
Jn

Si la poblacion no sigue una distribucion normal pero n>30, aplicando el llamado
Teorema central del limite, la distribucion muestral de medias se aproxima

también a la normal anterior®.

! Tomado de: http://recursostic.educacion.es/descartes/web/materiales_didacticos /inferencia
_estadistica/distrib_muestrales.htm
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4.2. El teorema central del limite?

El enunciado formal del teorema del limite central es el siguiente: si en cualquier
poblacion se seleccionan muestras de un tamafio especifico, la distribucion
muestral de las medias de muestras es aproximadamente una distribucién normal.

Esta aproximacion mejora con muestras de mayor tamario.

Esta es una de las conclusiones mas Utiles en estadistica pues nos permite razonar
sobre la distribuciéon muestral de las medias de muestras sin contar con informacion
alguna sobre la forma de la distribucion original de la que se toma la muestra. En
otras palabras, de acuerdo con el teorema del limite central, es valido aproximar la
distribucion de probabilidad normal a cualquier distribuciéon de valores medios

muestrales, siempre y cuando se trate de una muestra suficientemente grande.

El teorema central del limite o teorema del limite central se aplica a la distribucién
muestral de las medias de muestras que veremos a continuacion y permite utilizar
la distribucion de probabilidad normal para crear intervalos de confianza para la

media de la poblacién.

2 Douglas A. Lind, et al. Estadistica para administracién y economia, p. 234.
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4.3. La distribucion

muestral de la proporcién

Hoy es bien sabido?® que si la investigacion produce datos mensurables tales como
el peso, distancia, tiempo e ingreso, la media muestral es en ocasiones el estadistico
mas utilizado; pero, si la investigacion resulta en articulos “contables” como, por
ejemplo, cuantas personas de una muestra escogen la marca “Pefiafiel” como su
refresco, o cuantas personas de una muestra tienen un horario flexible de trabajo, la

proporcién muestral es generalmente el mejor estadistico a utilizar.

Mientras que la media se calcula al promediar un conjunto de valores, la “proporcion
muestral” se calcula al dividir la frecuencia con la cual una caracteristica dada se

presenta en una muestra entre el nimero de elementos de la muestra. Es decir:

Donde: x = nimero de elementos de una muestra que tienen la caracteristica.
n = nimero de elementos de la muestra.

Ejemplo: suponga que una comercializadora pretende establecer un nuevo centro
y desea saber la proporcion del consumidor potencial que compraria el principal

producto que vende para lo cual realiza un estudio de mercado mediante una

8 Black, Ken. Estadistica en los negocios, pp. 241-242.
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encuesta a 30 participantes, lo cual permitir4 saber quiénes lo comprarian y quiénes

no; se obtuvieron los siguientes resultados:

x1=1 x7=1 x13=0 X19=1 X25=0
x2=0 x8=0 X14=1 X20=0 X26=0
x3=0 X9=0 X15=1 Xx21=1 Xx27=0
X4=0 X10=0 X16=0 X22=1 X28=1
x5=0 X11=0 x17=0 X23=1 X29=0
Xe=1 X12=0 X18=1 X24=0 X30=1

Donde “1” significa que esta dispuesto a comprar el producto y “0” no esta dispuesto

a comprarlo.

En este caso, la proporcion de la poblacion (P) que compraria el producto, se puede

estimar con P (proporcion de la muestra que lo compraria), cuyo valor esperado

seria E(P)= P, y el error de P al estimar P es:

o =

77

/N—n /P(l—P)
N-1V n

Si la poblacién es finita, y si la poblacién es infinita o si el muestreo es con reposicion,

los resultados anteriores se reducen a:

_ |PA-P)
0'5—\T
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Es decir, de acuerdo con el teorema del limite central, P muestral se comportara

como una normal con media P (la verdadera proporcion poblacional) y desviacion

estandar 7.
| » | p=12=040
En el ejemplo de la comercializadora se tiene que 30 .

Pero suponiendo que el verdadero parametro de la poblaciéon es P=0.30, es decir,

que sélo el 30% de la poblacién lo compraria, entonces el promedio P estimara a P

poblacional pero con un error igual a %% gue, en este caso, es:
_/0.30(0.70)
T 30 -
=0.1195

En este caso P muestral tendra distribucién normal con media P=0.30 y desviacion

estandar 95 =0-1195

Dado que todas las muestras aleatorias que sean tomadas de una misma poblacion
en general seran distintas y tendran por ende diferentes valores para sus
estadisticos, tales como la media aritmética o la desviacion estandar, entonces
resulta importante estudiar la distribucion de todos los valores posibles de un
estadistico, lo cual significa estudiar las distribuciones muestrales para diferentes
estadisticos* La importancia de éstas distribuciones muestrales radica en el hecho
de que en estadistica inferencial, las inferencias sobre poblaciones se hacen
utilizando estadisticas muestrales, pues con el analisis de las distribuciones
asociadas con éstos estadisticos se da la confiabilidad del estadistico muestral como

instrumento para hacer inferencias sobre un parametro poblacional desconocido.

4 Weimer, Richard, C. Estadistica, pp. 353.
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4.4. La distribucion muestral

de la varianza

La varianza de las muestras sigue un proceso distinto a los de la media y
proporcion. La causa es que el promedio de todas las varianzas de las muestras no

coincide con la varianza de la poblacién 2. Se queda un poco por debajo, por tanto:

n—1

]

E(S})= c

1

Comunmente se utiliza el subindice n para recordar que en la varianza se divide
entre n. Si deseamos que la media de la varianza coincida con la varianza de la
poblacién, tenemos que acudir a la cuasivarianza o0 varianza insesgada, que es

similar a la varianza, pero dividiendo las sumas de cuadrados entre n-1.
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Su raiz cuadrada es la cuasidesviacion tipica o desviacion estandar. Si se usa esta

varianza, si coinciden su media y la varianza de la poblacion, esto indica que la
cuasivarianza es un estimador insesgado, y la varianza lo es sesgado®.

5 Tomado de http://hojamat.es/estadistica/tema7/teoria/teoria7.pdf

198 de 258



Informatica

RESUMEN

El teorema central del limite es Gtil para entender que la distribucion (las medias de
muestras tomadas de una misma poblacion y del mismo tamafo) es
aproximadamente normal y que esta aproximacién es mas precisa a medida que
se incrementa el tamafio de la muestra; dando pie al estudio de la distribucion
muestral para la media y la proporcion y, ademas, a la elaboracion de “intervalos
de confianza”. La proporciéon muestral es el mejor estadistico a utilizar cuando en
la investigacion se trata de averiguar cuestiones tales como: ¢, Cuantos integrantes

de la poblacion tienen una caracteristica en particular o una tendencia similar?

Con se puede observar, la estadistica nos brinda la oportunidad de estudiar el
comportamiento de una poblacion por medio de diferentes herramientas, tales
como las distribuciones relacionadas con la normal, entre otras; ademas de
diferentes teorias como la del muestreo y la de la estimacion estadistica, con las
gue los tomadores de decisiones pueden aunar estos conocimientos a su
experiencia, en el medio en el que se estén desenvolviendo, y, en consecuencia,

tomar decisiones més certeras en el cada vez mas complejo mundo globalizado.
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OBJETIVO PARTICULAR

El alumno relacionara los conceptos de prueba de hipétesis con la distribucion ji

cuadrada.

TEMARIO DETALLADO
(8 horas)

5. Pruebas de hipdétesis con la distribucion ji cuadrada

5.1 La distribucion ji cuadrada, x?

5.2 Pruebas de hipoétesis para la varianza de una poblacion
5.3 Prueba para la diferencia entre n proporciones

5.4 Pruebas de bondad de ajuste a distribuciones teéricas
5.5 Pruebas sobre la independencia entre dos variables

5.6 Pruebas de homogeneidad
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INTRODUCCION

En esta unidad, el alumno investigard y analizara el concepto de prueba de
hipotesis y lo aplicara sobre varianzas, medias, etc.; ello le permitird percatarse de
la importancia que tienen las pruebas de hipétesis para la toma de decisiones

dentro de las empresas.

Actualmente, sabemos que la mateméatica es una herramienta importante en la
toma de decisiones, y la estadistica junto con todos sus procesos no es la
excepcion; asi, es importante que el alumno desarrolle todos los conceptos y
ejercicios planteados en la presente unidad, enriqueciendo su cultura para su futuro

desemperio profesional.

Sabemos que cuando las personas toman decisiones, inevitablemente lo hacen con
base en las creencias que tienen en relacion al mundo que los rodea; llevan en la
mente una cierta imagen de la realidad, piensan que algunas cosas son verdaderas
y otras falsas y actian en consecuencia, asi, los ejecutivos de empresas toman
todos los dias decisiones de importancia crucial porgue tienen ciertas creencias

tales como:

e De que un tipo de maquina llenadora pone al menos un kilogramo de

detergente en una bolsa.

e De que cierto cable de acero tiene una resistencia de 100 kg. o mas a la

rotura.

e De que la duracion promedio de una bateria es igual a 500 horas.
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e De que en un proceso de elaboracion de cépsulas, éstas contengan

precisamente 250 miligramos de un medicamento.

¢ Que la empresa de transportes de nuestra competencia tiene tiempos de

entrega mas rapidos que la nuestra.

e De que la produccion de las plantas del oriente contiene menos unidades

defectuosas que las del occidente.
Incluso los estadistas basan su trabajo en creencias tentativas:
e Que dos poblaciones tienen varianzas iguales.
¢ Que esta poblacion esta normalmente distribuida.

¢ Que estos datos muestrales se derivan de una poblacion uniformemente
distribuida.

En todos estos casos y en muchos mas, las personas actlan con base en alguna
creencia sobre la realidad, la cual quizé llegé al mundo como una simple conjetura,
COmo un poco MAs que una suposicion informada; una proposicion adelantada

tentativamente como una verdad posible es llamada hipétesis.

Sin embargo, tarde o temprano, toda hipétesis se enfrenta a la evidencia que la
comprueba o la rechazay, en esta forma, laimagen de la realidad cambia de mucha

a poca incertidumbre.

Por lo tanto, de una manera sencilla podemos decir que una prueba de hipétesis es
un método sistematico de evaluar creencias tentativas sobre la realidad, dicho
método requiere de la confrontacion de tales creencias con evidencia real y decidir,
en vista de esta evidencia, si dichas creencias se pueden conservar como

razonables o deben desecharse por insostenibles.

A continuacién estudiaremos la forma en que las creencias de las personas pueden

ser probadas de manera sistemética.
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5.1. La distribucidn

ji cuadrada, x?

En ocasiones los investigadores muestran mas interés en la varianza poblacional que
en la proporcién o media poblacionales y las razones llegan desde el campo de la
calidad total, donde la importancia en demostrar una disminucion continua en la
variabilidad de las piezas que la industria de la aviacion llega a solicitar es de vital
importancia. Por ejemplo, el aterrizaje de un avién depende de una gran cantidad de
variables, entre las que encontramos la velocidad y direccién del aire, el peso del
avion, la pericia del piloto, la altitud, etc.; si en el caso de la altitud, los altimetros del
avion tienen variaciones considerables, entonces podemos esperar con cierta
probabilidad un aterrizaje algo abrupto, por lo tanto, la variabilidad de estos altimetros
debe mostrar una disminucion continua; y qué decir de los motores que impulsan al
avibn mismo, si las piezas que los conforman son demasiado grandes, el motor
puede incluso no poder armarse y si son demasiado pequeias, entonces los motores
tendran demasiada vibracion y en ambos casos las pérdidas de la industria serian

cuantiosas.

Asi, la relacion entre la varianza de la muestra y la varianza de la poblacion esta
determinada por la distribucion ji cuadrada (y?) siempre y cuando la poblacion de la
cual se toman los valores de la muestra se encuentre normalmente distribuida. Y aqui
debemos tener especial cuidado, pues la distribucion ji cuadrada es sumamente
sensible a la suposicion de que la poblacion estd normalmente distribuida y, por
ejemplo, construir intervalos de confianza para estimar una varianza poblacional,
pero puede que los resultados no sean correctos si la poblacion no esta normalmente
distribuida.
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La distribucion ji cuadrada (x?) es la razén que existe entre la varianza de la muestra

(s?) multiplicada por los grados de libertad y la varianza de la poblacién. Es decir:

,_si(gl)

o)

Ve

El término grados de libertad® se refiere al nimero de observaciones independientes
para una fuente de variacion menos el nimero de pardmetros independientes

estimado al calcular la variacion.

Para la distribucion ji cuadrada (y?), los grados de libertad vienen dados por (n — 1),

por lo tanto, la formula anterior quedaria expresada como:

s’(n-1
e (2 )
(o)

Donde podemos observar que la variacion de la distribucion ji cuadrada (x?) depende

del tamafio de la muestra y de los grados de libertad que posea.

En general y debido a que la distribucién ji cuadrada (x?) no es simétrica a medida
que se incrementa el numero de grados de libertad, la curva caracteristica de la

distribucion se vuelve menos sesgada.

La distribucién ji cuadrada (x?), es en si toda una familia de distribuciones por lo que

existe una distribucion ji cuadrada para cada grado de libertad.

6 Black, Ken. Estadistica en los negocios. CECSA, p. 264.
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2= s?(n-1)

. . , . - 2 . L.
Algebraicamente podemos manipular la formula anterior c con el objetivo
de que nos sea de utilidad para construir intervalos de confianza para varianzas

poblacionales, quedando de la siguiente manera:

s’(n-1) col< s’(n-1)
<ot ——>

2
Z al? Z 1-al2
Ejemplo:

Supon que una muestra de 7 pernos especiales utilizados en el ensamblado

de computadoras portétiles arrojo los siguientes resultados:
2.10 mm; 2.00 mm, 1.90 mm, 1.97 mm, 1.98 mm, 2.01 mm, 2.05 mm

Si quisiéramos una estimacién puntual de la varianza de la poblacién, seria

suficiente con calcular la varianza de la muestra, de la siguiente manera:

Primero calculamos la media aritmética de los datos utilizando la siguiente

formula:

por lo tanto, sustituyendo datos tenemos que:

_ 2.10+1.90+1.98+2.05+2.00+1.97+2.01
7

X|

y al efectuar célculos el resultado de la media aritmética (redondeado a 2

decimales) es de:
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y sustituyendo datos en esta férmula, podemos ver que el valor obtenido en

la esquina inferior derecha de la tabla anterior corresponde a:

n
Z(Xi - X)2
i=1
por lo tanto:
> 1
s° =——(0.02389)
7-1

de donde al efectuar calculos vemos que:

s’ =0.003981

Es decir, la varianza de la muestra tiene un valor de: 0.003981, pero si
consideramos que el valor de la estimacion puntual puede cambiar de una
muestra a otra, entonces sera mejor construir un intervalo de confianza, para
lo cual debemos suponer que la poblacion de los diametros de los pernos
esta normalmente distribuida, y como vemos que n=7, entonces los grados
de libertad seran: gl= 7-1= 6, si queremos que el intervalo sea de 90% de
confianza, entonces el nivel de significancia a sera de 0.10, siendo ésta la
parte del area bajo la curva de la distribucion ji cuadrada que estéa fuera del
intervalo de confianza, esta area es importante porque los valores de la tabla
de distribucion ji cuadrada estan dados de acuerdo con el area de la cola
derecha de la distribucion. Ademas, en nuestro caso a/2 = 0.05 es decir,
0.05 del area esta en la cola derecha y 0.05 esta en la cola izquierda de la

distribucion.

Es importante hacer notar que debido a la forma de curva de la distribucion
ji cuadrada, el valor para ambas colas sera diferente, asi, el primer valor que

se debe de obtener es el de la cola derecha, mismo que se obtiene al ubicar
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en el primer renglén de la tabla el valor correspondiente al nivel de
significancia, que en este caso es de 0.05 y, posteriormente se ubica en el
lugar de las columnas los correspondientes grados de libertad ya calculados,
gue en este caso es de 6 grados de libertad, por lo tanto el valor de ji
cuadrada obtenido es de:

X 00ss =12.5916

Observa que en la nomenclatura se escribe la denotacion de ji cuadrada
teniendo como subindice el nivel de significancia y los grados de libertad vy,

a continuacion, se escribe el valor correspondiente.’

El valor de ji cuadrada para la cola izquierda se obtiene al calcular el area

gue se encuentra a la derecha de la cola izquierda, entonces:
A, ala derecha de la cola izquierda = 1 — 0.05
A, a la derecha de la cola izquierda = 0.95

por lo tanto, el valor de ji cuadrada para la cola izquierda sera, utilizando el
mismo procedimiento anterior para un area de 0.95 y 6 grados de libertad,
de:

720055 =1.63538

incorporando estos valores a la formula, tenemos que el intervalo de 90% de
confianza para los 7 pernos utilizados en el ensamblado de computadoras

portatiles tendra la forma mostrada a continuacion:

7 El valor se obtuvo utilizando la tabla correspondiente a la ji cuadrada en el libro: Estadistica en los negocios
del autor: Ken Black, pp. 779.
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sz(n—1)<02<sz(n—1)
<ol ——~

2
X al2 X 1-al2

0.0034122(7-1) _ , _0.0034122(7 -1)
125916 1.63538

0.0001625 < ¢ <0.0125189

Este intervalo de confianza nos dice que con 90% de confianza, la varianza
de la poblacion esta entre 0.0001625 y 0.0125189.

La prueba estadistica de X? para una muestra se emplea frecuentemente como
prueba de bondad de ajuste, sin embargo, en un plan experimental, en el que se
cuenta con un grupo muestra, con diversas subclases y las mediciones estan en

escala nominal, resulta muy util este procedimiento.

La eficacia de la prueba esta de acuerdo con el tamafio de la muestra, pues con un
grado de libertad, si hay dos subclases, algunos autores consideran que la prueba
es insensible, no obstante la informacién que aporta mas de dos categorias es

satisfactoria en funciéon de la férmula:

XNe = EH, (fo — fe)?
fe

Donde:
X2 = valor estadistico de ji cuadrada.
fo = frecuencia observada.

fe = frecuencia esperada.

La ji cuadrada se utiliza cuando:
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— Los datos puntualizan a las escalas nominal u ordinal.

— Se utiliza so6lo la frecuencia.

— Las poblaciones son pequefas.

— Se desconocen los parametros media, moda, etcétera.

— Los datos son independientes.

— Se quiere contrastar o comparar hipétesis.

— Investigaciones de tipo social —muestras pequefias no representativas >5.

— Se requiere de establecer el nivel de confianza o significatividad en las

diferencias.
— La muestra es seleccionada no probabilisticamente.

— X? permite establecer diferencias entre f y se utiliza sélo en escala nominal.

Poblacion >a 5y < a 20.
Pasos

1. Arreglar las categorias y las frecuencias observadas.

2. Calcular los valores tedéricos esperados para el modelo experimental o tipo
de distribucion muestral: normal, binomial y de Poisson.

3. Calcular las diferencias de las frecuencias observadas en el experimento con
respecto a las frecuencias esperadas.

4. Elevar al cuadrado las diferencias y dividirlas entre los valores esperados de
cada categoria.

5. Efectuar la sumatoria de los valores calculados.
Calcular los grados de libertad (gl) en funcién de niamero de categorias [K]:
gl=K-1.
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7. Comparar el estadistico X? con los valores de la distribucién de ji cuadrada

en la tabla.

8. Decidir si se acepta o rechaza la hipétesis X?c2X2t.

5.2. Pruebas de hipotesis para la

varianza de una poblacidn

En ocasiones, analistas investigan la variabilidad de una poblacion, en lugar de su

media o proporcion.

Esto es debido a que la uniformidad de la producciéon muchas veces es critica en la
practica industrial.

La variabilidad excesiva es el peor enemigo de la alta calidad y la prueba de
hipotesis esta disefiada para determinar si la varianza de una poblacion es igual a

algun valor predeterminado.

La desviacién estandar de una coleccion de datos se usa para describir la
variabilidad en esa coleccion y se puede definir como la diferencia estandar entre
los elementos de una coleccion de datos y su media.

La varianza de un conjunto de datos se define como el cuadrado de su desviacion

estandar; y la varianza muestral se utiliza para probar la hipotesis nula que se
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refiere a la variabilidad y es Gtil para entender el procedimiento de analisis de la

varianza.

La hipotesis nula para la prueba de la varianza es que la varianza poblacional es
igual a algun valor previamente especificado. Como el aspecto de interés, por lo
general si la varianza de la poblacién es mayor que este valor, siempre se aplica

una de una cola.

Para probar la hipétesis nula, se toma una muestra aleatoria de elementos de una
poblacién que se investiga; y a partir de esos datos, se calcula el estadistico de

prueba.

Por ejemplo, si se desea averiguar si la variabilidad de edades en una comunidad
local es la misma o mayor que la de todo el Estado. La desviacién estandar de las
edades del Estado, conocida por un estudio reciente es de 12 afios. Tomamos una

muestra aleatoria de 25 personas de la comunidad y determinamos sus edades.

5.3. Prueba para la diferencia
entre n proporciones

Las pruebas de hipoétesis a partir de proporciones se realizan casi en la misma
forma utilizada cuando nos referimos a las medias, cuando se cumplen las
suposiciones necesarias para cada caso. Pueden utilizarse pruebas unilaterales o

bilaterales dependiendo de la situacién particular.
La proporcion de una poblacion.

Las hipoétesis se enuncian de manera similar al caso de la media.
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Ho: p = p0
H1l:p?tpO

Regla de decision: se determina de acuerdo a la hipétesis alternativa (si es bilateral

o unilateral)

En el caso de muestras pequefas se utiliza la distribucion binomial. La situacion
mas frecuente es suponer que existen diferencias entre las proporciones de dos
poblaciones, para ello suelen enunciarse las hipétesis de forma similar al caso de

las medias:

Ho:pl=p2Pbpl-p2=0

H1: pltp2

En este caso puede la hipotesis alternativa enunciarse unilateralmente.

5.4. Pruebas de bondad de

ajuste a distribuciones tedricas

Una hipdtesis estadistica se defini6 como una afirmacion o conjetura acerca de la
distribucion f(x,q) de una o mas variables aleatorias. Igualmente se planted que la
distribucion podia tener uno o mas parametros desconocidos, que denotamos por
gy que la hipotesis se relaciona con este parametro o conjunto de parametros. En
otros casos, se desconoce por completo la forma de la distribucion y la hipotesis
entonces se relaciona con una distribucion especifica f(x, q) gue podamos asignarle
al conjunto de datos de la muestra. ElI primer problema, relacionado con los

parametros de una distribucion conocida o supuesta es el problema que hemos
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analizado en los péarrafos anteriores. Ahora examinaremos el problema de verificar
si el conjunto de datos se puede ajustar o afirmar que proviene de una determinada
distribucion. Las pruebas estadisticas que tratan este problema reciben el nombre

general de pruebas de bondad de ajuste.

Se analizaran dos pruebas basicas que pueden aplicarse: La prueba Ji cuadrada y
la prueba de Smirnov-Kolmogorov. Ambas pruebas caen en la categoria de lo que
en estadistica se denominan pruebas de “bondad de ajuste” y miden, como el
nombre lo indica, el grado de ajuste que existe entre la distribucion obtenida a partir
de la muestra y la distribucién tedrica que se supone debe seguir esa muestra.
Ambas pruebas estdn basadas en la hipétesis nula de que no hay diferencias
significativas entre la distribucibn muestral y la teérica. Ambas pruebas estan

basadas en las siguientes hipotesis:

HO: f(x,q) = fo(X,q)
H1: f(x,q) * fo(x,q)

Donde fo(x,q) es la distribucibn que se supone sigue la muestra aleatoria. La
hipétesis alternativa siempre se enuncia como si los datos no siguieran la
distribucion supuesta. Si se desea examinar otra distribucion especifica, debera
realizarse de nuevo la otra prueba suponiendo gue la hipétesis nula es esta nueva
distribucion. Al especificar la hipétesis nula, el conjunto de parametros definidos por
g puede ser conocido o desconocido. En caso de que los parametros sean
desconocidos, es necesario estimarlos mediante alguno de los métodos de

estimacién analizados con anterioridad.

Para formular la hipétesis nula deberan tenerse en cuenta los siguientes aspectos

O criterios:

a) La naturaleza de los datos a analizar. Por ejemplo, si tratamos de investigar

la distribucion que siguen los tiempos de falla de unos componentes, podriamos
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pensar en una distribucibn exponencial, o una distribucion gama o una
distribucion Weibull, pero en principio no considerariamos una distribucién
normal. Si estamos analizando los caudales de un rio en un determinado sitio,
podriamos pensar en una distribucidén logaritmica normal, pero no en una

distribucién normal.

b) Histograma. La forma que tome el histograma de frecuencia es quizas la mejor

indicacion del tipo de distribucion a considerar®.

5.5. Pruebas sobre la independencia

entre dos variables

Cuando cada individuo de la poblacion en estudio se puede clasificar segun dos
criterios Ay B. El primero, “A”, admite posibilidades diferentes y el segundo, “B”, la
representacion de las frecuencias observadas en forma de una matriz “a x b” recibe

el nombre de tabla de contingencia.

La hipétesis nula a contrastar admite que ambos caracteres, A y B, se presenten
de forma independiente en los individuos de la poblaciéon de la cual se extrae la
muestra; siendo la alternativa la dependencia estocastica entre ambos caracteres.

La realizacion de esta prueba requiere el célculo del estadistico.

8 tomado de http://www.mitecnologico.com/Main/PruebaHipotesisParaProporcion.
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El estadistico L se distribuye como una con (a - 1) (b - 1) grados de libertad. EI
contraste se realiza con un nivel de significacion de 5%.

Para estudiar la dependencia entre la practica de algun deporte y la depresion, se

selecciond una muestra aleatoria simple de 100 jovenes, con los siguientes

resultados:
Sin depresion |Con depresion | Total
Deportista 38 9 47
No deportista (31 22 53
69 31 100

L = (38 — 32,43)2/32,43 + (31 — 36,57)2/36,57 + (9 — 14,57)2/14,57 + (22 —
16,43)2/16,43

=0,9567 + 0,8484 + 2,1293 + 1,8883 = 5,8227

El valor que alcanza el estadistico L es 5,8227. Buscando en la tabla tedrica de ji
cuadrado para 1 grado de libertad se aprecia Lt = 3,84146 < 5,8227 lo que permite
rechazar la hipétesis de independencia de caracteres con un nivel de significacion
de 5%, admitiendo por tanto que la practica deportiva disminuye el riesgo de

depresion®.

® Tomado de tomado de http://www.mitecnologico.com/Main/PruebaHipotesisParaProporcion.
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5.6. Pruebas de homogeneidad

Se plantea el problema de la existencia de homogeneidad entre r poblaciones, para

lo cual se realizan muestras independientes en cada una de ellas. Los datos

muestrales vienen clasificados en s clases y sus frecuencias absolutas se

presentan en forma de una matriz “r x s”.

El estadistico L se distribuye como una con (r - 1) (s - 1) grados de libertad. El

contraste se realiza con un nivel de significacion de 5%.

Un estudio sobre caries dental en nifios de seis ciudades con diferentes cantidades

de fldor en el suministro de agua, ha proporcionado los resultados siguientes:

Comunidad sNi(r:-cr;:Z:

A 38

B 8

C 30

D 44

E 64

F 32
216

No. nifios
con caries

87

117

95

81

61

93

534

125

125

125

125

125

125

750

219 de 258



P Foe
‘W’%‘E' Informatica

3 o
A SUAJED .

L = (38 — 36)2/36 + (8 — 36)2/36 + (30 — 36)2/36 + (44 — 36)2/36 + (64 — 36)2/36 +
(32 — 36)2/36 + (87 — 89)2/89 (117 — 89)2/89 + (95 — 89)2/89 + (81 — 89)2/89 + (61
— 89)2/89 + (93 — 89)2/89

L=0,1111 + 21,7778 + 1,0000 + 1,7778 + 21,7778 + 0,4444 + 0,0449 + 8,8089 +
0,4045 + 0,7191 + 8,8089 + 0,1797

L =65,85

Se quiere saber si la incidencia de caries infantil es igual en las seis poblaciones.

La propia tabla hace pensar que la incidencia de la enfermedad no es igual en todas
las poblaciones; basta observar los datos correspondientes a las comunidades B y
E. El contraste arroja un valor del estadistico L de 65,85, lo que lleva a rechazar la
hipétesis de homogeneidad y aceptar que el contenido diferente de flior en el
suministro del agua puede ser la causa de la disparidad en el nimero de nifios con
caries. El Lt esperado segun la tabla de la distribucion Ji cuadrada es 11,0705, que
es menor a 65,85 (Pérez, 2006).
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RESUMEN

En esta unidad se revis6 el concepto de prueba de hipétesis aplicado sobre
varianzas, medias, etc.; lo que conlleva a concientizar la relevancia de las pruebas
de hipotesis en la toma de decisiones de las empresas. Por lo que resulta
importante que el alumno de informatica enriquezca sus conocimientos en la

materia, orientandolos al desarrollo de competencias en su desempefio profesional.

Como se analizd desde el comienzo de la unidad, los seres humanos actuamos con
base en alguna creencia sobre la realidad, basadas en muchos casos en conjeturas
0 en proposiciones adelantadas, en otras palabras en hipoétesis, las cuales se

comprueban o se rechazan dando certidumbre o incertidumbre a la realidad.

En el desarrollo de la unidad vimos cdmo una prueba de hipotesis es un método
sistematico de evaluar creencias tentativas sobre la realidad, pues confronta a

éstas con evidencia real y, asi, determina si son razonables o deben desecharse.
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OBJETIVO PARTICULAR

El alumno conocera el método de regresion lineal simple asi como su aplicacion e

interpretacion.

TEMARIO DETALLADO
(10 horas)

6. Analisis de regresion lineal simple

6.1 Ecuacion y recta de regresion

6.2 El método de minimos cuadrados

6.3 Determinacion de la ecuacién de regresion

6.4 El modelo de regresion y sus supuestos

6.5 Inferencias estadisticas sobre la pendiente de la recta de regresion

6.6 Andlisis de correlaciéon
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INTRODUCCION

El uso de la regresion lineal simple es muy utilizado para observar el tipo de relacion
que existe entre dos variables y poder ejecutar la toma de decisiones
correspondiente, dependiendo de la relacion entre dichas variables; asi, por
ejemplo, pudiere darse el caso en el que después de aplicar la regresion lineal no
existiere relacion entre las variables involucradas y, en consecuencia, la decision
podria ser buscar cudl es la variable independiente que tiene influencia sobre la
dependiente y volver a realizar el estudio completo; pero si fuera el caso en el cual
si existiera una relacién positiva entre las variables involucradas, la obtencion del
coeficiente de correlacion nos daria mas informacion sobre el porcentaje de relacion
existente y podria determinarse si es necesaria la inclusion de otra variable
independiente en el problema mismo, para lo cual el andlisis de regresion ya seria

del tipo multiple.
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6.1. Ecuacion y recta
de regresion

Observando el diagrama de dispersion, podemos obtener una primera idea de si
existe 0 no relacion entre las variables estadisticas. Con el coeficiente de
correlacién podemos medir la correlacion lineal, en caso de existir. Vamos ahora a
calcular las lineas que mejor se aproximen a la nube de puntos. A estas lineas se

les llama lineas de regresion.

La funcién que mejor se aproxima a la nube de puntos puede ser lineal, de segundo
grado, exponencial, logaritmica. En este tema vamos a calcular Unicamente

funciones lineales, que vamos a llamar rectas de regresion.

La forma de obtener estas rectas es por el procedimiento conocido como el método
de los minimos cuadrados. Buscamos una recta de ecuacién y=mx+n que sea la
mejor aproximacion. Cada punto xi de la primera variable tendra, por una parte, el
valor correspondiente a la segunda variable yi, y, por otra, su imagen por la recta
de regresion y=mxi+n. Entre estos dos valores existira una diferencia di=mxi+n-yi.
Vamos a calcular la recta con la condicion de que la suma de los cuadrados de
todas estas diferencias Z(mxi+n-yi)?> sea minima. Derivando respecto de my de ny
realizando los calculos matematicos necesarios, llegamos a la recta de regresion

de Y sobre X, que tiene por ecuacion en la forma punto-pendiente (Barrios 2005).
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6.2. El método de

minimos cuadrados

Cualquier método estadistico que busque establecer una ecuacion que permita
estimar el valor desconocido de una variable, a partir del valor conocido de una o

mas variables, se denomina analisis de regresion.

El método de minimos cuadrados, es un procedimiento para encontrar la ecuacion
de regresion que se origina al estudiar la relacion estocastica que existe entre dos
variables. Fue Karl Friedrich Gauss (1777-1855) quien propuso el método de los
minimos cuadrados y fue el primero en demostrar que la ecuacion estimada de

regresion minimiza la suma de cuadrados de errores.

En el andlisis de regresion'®, una variable cuyo valor se suponga conocido y que
se utilice para explicar o predecir el valor de otra variable de interés se llama
variable independiente y se simboliza por “X”. Por el contrario, una variable cuyo
valor se suponga desconocido y que se expliqgue o prediga con ayuda de otra, se

llama variable dependiente y se simboliza por “Y”.

10 Heinz Kohler. Estadistica para negocios y economia, pp. 528-529.
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Una relacion estocastical! entre dos variables cualesquiera, X y Y, es imprecisa en
el sentido de que muchos valores posibles de “Y” se pueden asociar con cualquier
valor de “X”. Sin embargo, un resumen grafico de la relacion estocastica entre la
variable independiente “X”y la variable dependiente “Y” estara dado por una linea
de regresion, que reduce al minimo los errores cometidos cuando la ecuacion de

esa linea se utilice para estimar Y a partir de X.

VA AT AW N _
Ventas (unidaces

pormes), ¥ .
29n < >
300 b ’//.
. - .
. -
/l/
. »
. ,/ \ °
292 g8 //’o \\
Fs e ‘A
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£=3 ] > 100 + 05X
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130 DO Sy
//. AE Mx__\_
100+~ : S Y=2+bX+ e
3 :

Gastos en

f publicidad

. k ‘ (ddlares

0 1000 2000 3000 4000  \CoBres
por mes), X

Grafica que muestra la relacion existente entre los gastos de publicidad y las

ventas.

De esta gréafica podemos ver claramente que las ventas dadas en unidades por mes
(variable dependiente), en este caso, si guardan relacion con los gastos en

publicidad y que dicha relacion puede ser denotada por la “recta de regresion”.

11 Heinz Kohler. Estadistica para negocios y economia, p. 530.
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De este analisis de relacion estocastica que se da entre dos variables, surgen las

ecuaciones que nos provee el método de minimos cuadrados, que a saber son:

AN

\4 = b, + b, X,

Ecuacion de la recta de regresion: !

En la que:

Xi = es un valor dado de la variable independiente para el cual se quiere estimar

el valor correspondiente de la variable dependiente,
bo = ordenada al origen de la linea estimada de regresion,
b1 = pendiente de la linea estimada de regresion,

Yi = valor estimado de la variable dependiente, para el i-ésimo valor de la variable

independiente.

Resulta claro que para poder determinar la recta de regresion, es necesario que

antes sean calculados los valores correspondientes a la pendiente de la rectay a

la ordenada al origen.
La pendiente de la recta de regresion se calcula mediante la siguiente formula:
n n
n z Xi ZYI
Z XiYi =l i=1
b, = =2 n
n (Z ><i )2

Z X-2 =l

' n

i=1

Y la ordenada al origen se calcula mediante la formula:
b, =Y —b X

= 229 de 258




oy U i
3 Q’ \,é‘"}da, . Informatica
~ v ‘\'

5 SUAJED o

Antes de continuar, es necesario advertir que el analisis de regresion no se puede
interpretar como un procedimiento para establecer una relacién de causa a efecto
entre variables. Sélo puede indicar como o hasta qué grado las variables estan
asociadas entre si. Cualquier conclusién acerca de causa y efecto se debe basar
en el juicio del o los individuos con mas conocimientos sobre la aplicacion. Por
ejemplo, un estadista puede llegar a determinar que la relacién entre las ventas y
el presupuesto asignado a mercadotecnia es positiva y que se tiene un coeficiente
de correlacion de 0.96, lo cual practicamente nos indica que es recomendable
incrementar el presupuesto al departamento de mercadotecnia para obtener
mejores ingresos dentro de la compafiia, sin embargo, el director de operaciones
puede llegar a determinar que debido a condiciones internas del pais en el que se
encuentre la empresa, o bien la aparicion de una nueva ley que regule los medios
utilizados por el mencionado departamento de mercadotecnia, pueden llegar a
frenar o, incluso, generar conflictos dentro de la empresa si incrementamos el

presupuesto al departamento correspondiente.

6.3. Determinacion de la
ecuacion de regresion

En estadistica la regresion lineal o ajuste lineal es un método matematico que
modeliza la relacion entre una variable dependiente Y, las variables independientes

Xi y un término aleatorio €. Este modelo puede ser expresado como:
Y =0 +6Xi+5Xo+---+8,X, +¢

Donde:
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Bo es la interseccion o término "constante”, las Bi (3 = U} son los parametros
respectivos a cada variable independiente, y p es el nimero de parametros
independientes a tener en cuenta en la regresion. La regresion lineal puede ser

contrastada con la regresion no lineal.

6.4. El modelo de regresion

y SUS supuestos

Con frecuencia, nos encontramos en economia con modelos en los que el
comportamiento de una variable, Y, se puede explicar a través de una variable X;

lo que representamos mediante:
Y=f(X) (1)

Si consideramos que la relacién f, que liga Y con X, es lineal, entonces (1) se puede

escribir asi:
t12tY=B+B X (2

Como quiera que las relaciones del tipo anterior raramente son exactas, Sino que
mas bien son aproximaciones en las que se han omitido muchas variables de
importancia secundaria, debemos incluir un término de perturbacion aleatoria, t u,
qgue refleja todos los factores —distintos de X— que influyen sobre la variable
endogena, pero que ninguno de ellos es relevante individualmente (Uriel, 2004, p.
1). Con ello, la relacion quedaria de la siguiente forma:

Modelo de regresion simple

Yt=pB +p Xt+ut
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6.5 Inferencias estadisticas sobre
la pendiente de la recta de
regresion

Las inferencias acerca de la pendiente de la recta de regresion son importantes
dado que la relacién entre las dos variables en cuestion depende de ella
precisamente, es decir, sila pendiente de la recta de regresion es positiva, entonces
la naturaleza de la relacién entre ambas variables sera positiva, y la pendiente de
la recta es negativa, entonces la relacion entre las variables serd negativa también,
con lo cual podemos iniciar la toma de decisiones dependiendo del contexto del
problema mismo. Como se mencion6 anteriormente la ecuacion de la recta de

regresion:

AN

>/i = b, +b, X
bo representa la ordenada al origen de la linea estimada de regresion, y

b1 es la pendiente de la linea estimada de regresion.

Donde bo es en si, el punto donde la recta corta al eje de las “X” y b1 nos da el grado
de inclinacién de la recta, de tal forma que cuando la pendiente de la recta es
positiva, se dice que la relacion que existe entre las dos variables, dependiente e
independiente, es de naturaleza positiva, es decir, que posee una grafica como la

indicada a continuacion:
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Y= a4+ bX

X

Relacion positiva entre dos variables en regresion lineal

En este tipo de relacion, los incrementos en los valores de la variable independiente
traen como consecuencia un incremento en los valores correspondientes de la
variable dependiente y la grafica tiene como podemos apreciar una forma

ascendente.

Pero cuando la pendiente de la recta de regresion es negativa, es decir, que dicha

2\

yi = b, — b, X;

entre las variables es de tipo negativa, lo cual quiere decir que a incrementos en

ecuacion tuviera la forma entonces la relacidon existente

los valores de la variable independiente, la variable dependiente responde con

decrementos; la grafica resultante tendria la forma siguiente:
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Relacidn negativa entre dos variables en regresion lineal

En esta grafica podemos observar que la tendencia de la recta de regresion es
descendente, lo cual implica, como ya habiamos mencionado, que la relacién entre

ambas variables es negativa.

0.6. Analisis de correlacion

Cuando es necesario resumir aun mas los datos (de una grafica por ejemplo), se
utiliza un solo nimero, que de alguna forma mide la fuerza de asociacion entre dos
variables como son el ingreso real y el nivel de educacién escolar, en nuestro caso.
El andlisis de correlacion nos ayuda a obtener dicho nUmero que se conoce como:
coeficiente de correlacién. Los valores de coeficiente de correlacion siempre estan
entre —1 y +1; un valor de +1 indica que las dos variables tienen una relacion lineal
positiva perfecta. Esto es, todos los puntos de datos estan en una linea recta con
pendiente positiva. Un valor de —1 indica que las variables tienen una relacion lineal

negativa perfecta, y que todos los puntos de datos estan en una recta con pendiente
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negativa. Los valores del coeficiente de correlacion cercanos a cero indican que las

variables no tienen relacion lineal .12

A continuacion presentamos la ecuacion para calcular el coeficiente de correlacion
de la muestra. Si ya se ha hecho un analisis de regresion y se ha calculado el
coeficiente de determinacion, entonces, el coeficiente de correlacion se puede

calcular como sigue:

r = (Siglﬁoclel:)_,,_)x/r_2
donde bl es la pendiente de la ecuacion de regresion.

De esta férmula, resulta claro que el signo del coeficiente de correlacién es positivo
si la ecuacion de regresion tiene pendiente positiva (b1 > 0), y negativo si la

ecuacion de regresion tiene pendiente negativa (b1 < 0).

Por tanto, tendriamos que:

r — (signodeb, )~/r=

12 Anderson, Sweeney & Williams (1999). Estadistica para administracion y economia, p. 555.
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RESUMEN

En esta unidad se revisO el método de regresion lineal simple asi como su
aplicacion e interpretacion, la importancia de este método radica en que se utiliza
para observar el tipo de relacién que existe entre dos variables y poder llevar a cabo
la toma de decisiones correspondiente, dependiendo de la relacion entre dichas
variables. Si fuera el caso en el cual existiera una relacién positiva entre las
variables involucradas, la obtencion del coeficiente de correlacion nos daria mas
informacion sobre el porcentaje de relacion existente y con esto se determinaria si

es necesario incluir otra variable independiente en el problema mismo.
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OBJETIVO PARTICULAR

El alumno conocera el método de regresion lineal simple asi como su aplicacion e
interpretacion.

TEMARIO DETALLADO
(8 horas)

7. Andlisis de series de tiempo

7.1 Los cuatro componentes de una serie de tiempo
7.2 Analisis gréafico de la tendencia

7.3 Tendencia secular

7.4 Variaciones estacionales

7.5 Variaciones ciclicas

7.6 Fluctuaciones irregulares

7.7 Modelos autorregresivos de promedios moviles
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INTRODUCCION

Una serie de tiempo es el conjunto de datos que se registran a través del tiempo
sobre el comportamiento de una variable de interés, generalmente los registros se

realizan en periodos iguales.

Las series de tiempo resultan especialmente Utiles cuando se requiere realizar un
pronéstico sobre el comportamiento futuro que puede tener una variable
determinada, imaginemos por ejemplo la necesidad de tomar una decisidén sobre el
comportamiento a futuro de la demanda, el precio y las ventas de un producto, los
ingresos en el proximo afio, los precios de bienes y servicios, los valores de los
energeéticos, etc. En todas estas situaciones resulta util el analisis de las series de
tiempo que los representan, bajo la hipétesis de que los factores que han
influenciado su comportamiento en el pasado, estaran presentes de manera similar
en el futuro. De esta manera, el objetivo principal del conocimiento de las series de
tiempo es la identificacion de los factores que intervienen y la separacion de cada

uno de ellos, con el fin de pronosticar cual sera el comportamiento en el futuro.
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/.1. Los cuatro componentes

de una serie de tiempo

La componente ciclica es la fluctuacion que puede observarse ocurre alrededor de la
tendencia. Cualquier patron regular de variaciones arriba o debajo de la recta que

representa a la tendencia puede atribuirse a la componente ciclica.
Estacionalidad (E)

La componente estacional muestra un comportamiento regular en los mismos
periodos de tiempo, reflejando costumbres o modas que se repiten regularmente
dentro del periodo de observacién. En la gréfica la estacionalidad quedaria
representada por ejemplo por las variaciones semanales en los rendimientos, no

visibles por el periodo de informacion que se esta manejando.
Componente irregular (1)

Es la componente que queda después de separar a las otras componentes, es el
resultado de factores no explicables que siguen un comportamiento aleatorio, siendo

por ello una parte no previsible de la serie.
Ejemplo:

Supongamos que tenemos la siguiente informacién, correspondiente al
comportamiento del rendimiento de los Certificados de la Tesoreria, denominados
CETES a 90 dias, el tiempo esta expresado en trimestres y el valor de la variable en

valores de la tasa de interés que ganan en cada trimestre.

. 241 de 258




M -
it Informatica
.l“.

¥

"ﬁ: .I‘i

3
2\fA  SUAYED

i
U

Trimestre Yo
1 14.03
2 10.69
3 a.632
4 Q.58
= .48
[=] 5.95
i 5.82
a .69
=] a.12
10 751
11 542
12 3.45
13 23.02
14 4.29
15 551
16 502
17 S.07

Rendimiento de CETES a 90 dias

El registro de rendimientos trimestrales de los CETES representa una serie de tiempo,

ya que se han obtenido en periodos sucesivos.

Si se analiza el registro podemos observar que hay una disminucion en los valores
de rendimiento, de mayor a menor, pero nos resulta dificil afirmar en qué proporcion
ha ocurrido y de cuanto han sido las variaciones. Si este registro lo analizamos como

una serie tendremos la grafica siguiente:

Rendimiento de CETES a 90 dias

5

u -\
W

Rendimiento %
o N & @ ® B R

12 3 4 5 6 7 8 9 1 1 1 1 1B 11w

Trimestre

Rendimiento de los certificados de la tesoreria a 90 dias.
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Utilizando el ejemplo anterior procederemos a descomponer la serie de tiempo en

cada uno de sus componentes, lo cual haremos en los siguientes incisos.

La separacion de la tendencia, utiliza la metodologia de la linea de regresion, hemos
mencionado que esta linea puede ser una recta 0 una curva, en este curso
Unicamente analizaremos el modelo lineal, por su simpleza y facilidad de céalculo, de
esta manera podemos representar a la tendencia por medio de la expresion

matematica siguiente:
Yt =bo + b1X
En donde:
Yt tasa de rendimiento calculada
X tiempo, en este caso expresado en trimestres
bo valor de Y cuando el valor del tiempo es cero
b1  pendiente de la recta de tendencia

Una vez definido el modelo, se procede a la determinacion de los valores de los
coeficientes bo y b1 de la recta de regresion. En nuestro problema en particular, la
ecuacion de regresion, que representa a la tendencia del comportamiento de la tasa
de rendimiento de los CETES a 90 dias aplicando las formulas correspondientes para

el calculo primero de “b:1”

X
[
<

XiYi =1 i=1
bl — i=1 n
n ( Xi ?
x_2 =1
i=1 ! n
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y posteriormente para el calculo de “bo”
b, =Y —b, X
es:

Yt =10.8553676 — 0.44595588 X

Ademas, aplicando las formulas correspondientes primero al calculo del coeficiente

de determinacion:

n N

2 Z_:(y' _Y_)2

r- =

n

Z(Yi _Y_)2

y finalmente al célculo del coeficiente de correlacion:

r= (signodebl)\/r:2

Tenemos gque el valor del coeficiente de correlacion es de r = —-0.8078, lo que nos
indica que el ajuste logrado con la recta de regresion es adecuado, recordemos que
el coeficiente de correlacion es una medida de la precision lograda en el ajuste,
valores del coeficiente de correlacion iguales a +1 6 —1 son la indicacién de un ajuste

perfecto, un valor igual a cero nos dira que éste no existe.
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7.2. Analisis gréfico
de la tendencia

Una vez definida la ecuacién de la recta de tendencia, es posible compararla
graficamente con los valores de la serie, como se muestra en la gréfica siguiente, en
ella podemos observar que la tendencia de las tasas de rendimiento es descendente,
el signo del coeficiente b1, que representa la pendiente de la recta, ya nos lo habia
indicado. También podemos observar que son evidentes valores por arriba y por

debajo de esta linea, éstos representan a los valores ciclicos de la serie.

Rendimiento de CETES a 90 dias
Tendencia

16

14 "

12 -\
\\ Tendencia de la tasa de rendimiento
10 +
/ —=— Tasa real

=Zx— Tendencia

8 o
Comportamiento real
de

4

7 T~

Rendimiento en %

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17
Trimestre

Grafica de comparacion de la recta de tendencia contra el comportamiento real de los
CETES a 90 dias.
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En el andlisis de tendencias podemos ver clara y rapidamente mediante el calculo de
la pendiente de la recta de regresion (bi) si la tendencia de la variable de medicion
(en nuestro caso en particular “el rendimiento de los CETES a 90 dias”) es a la baja
(pendiente negativa), a la alza (pendiente positiva) o se mantiene sin variacién
(pendiente cero); lo cual es muy importante dentro del analisis de la serie de tiempo.

7.3. Tendencia secular

Se denomina tendencia secular o simplemente tendencia a la trayectoria temporal
de crecimiento, decrecimiento o estabilidad que sigue una serie cronoldgica a largo
plazo. Movimiento unidireccional y persistente que describe la evolucion temporal
de una determinada variable, una vez depurada de sus variaciones estacionales,
ciclicas y accidentales. Para obtener la tendencia secular de una serie temporal se
pueden emplear diferentes métodos, como por ejemplo el de las medias méviles o

el de los minimos cuadrados.
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7.4. Variaciones estacionales

Método de la razon a la media movil para determinar la componente estacional en
una serie temporal:

1° Se determina la tendencia por el método de las medias centradas en los periodos

(Y t) (estamos aplicando cuatro observaciones para el célculo de la media
aritmética).

2° Como este método se basa en la hipétesis multiplicativa, si dividimos la serie
observada Y t, por su correspondiente media movil centrada, eliminamos de

forma conjunta las componentes del largo plazo (tendencia y ciclo), pero la serie
seguira manteniendo el efecto de la componente estacional.

3° Para eliminar el efecto de la componente estacional, calcularemos las medias

aritméticas a nivel de cada estacion (cuatrimestre). Estas medias representan de
forma aislada la importancia de la componente estacional.

4° Calcularemos los indices de variacion estacional, para lo que previamente
calcularemos la media aritmética anual de las medias estacionales (M1, M2, M3,

M4), que seré la base de los indices de variacion estacional. Existiran tantos

indices como estaciones o medias estacionales tengan las observaciones.

5° Una vez obtenidos los indices de variacion estacional puede desestacionalizarse

la serie observada, dividiendo cada valor de la correspondiente estacién por su
correspondiente indice.

Método de la Tendencia por Ajuste Minimo-Cuadratico. El objetivo sigue siendo

aislar la componente estacional de la serie por eliminacion sucesiva de todos los
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demas. La diferencia con el método anterior es que, en este caso, las componentes
a l/p (tendencia-ciclo) las obtenemos mediante un ajuste minimo-cuadratico de las

medias aritméticas anuales yt calculandose bajo la hipotesis aditiva.
Sigue los siguientes pasos:
* Se calculan las medias anuales de los datos observados y:

i las observaciones son trimestrales estas medias se obtienen con 4 datos, si son
mensuales con 12 datos, etc. para el caso de que el periodo de repeticidon sea el

ano.

» Se ajusta una recta por minimos cuadradosy a b tt = + que nos representa, como
sabemos, la tendencia, siendo el coeficiente angular de la recta el incremento
medio anual de la tendencia, que influird de forma distinta al pasar de una

estacion a otra.

» Se calculan, con los datos observados, las medias estacionales (M1, M2, M3,...)
con objeto de eliminar la componente accidental. Estas medias son brutas pues
siguen incluyendo los componentes a I/p (tendencia-ciclo) que deben someterse

a una correccion.

* Empleando el incremento medio anual dado por el coeficiente, se obtienen las
medias estacionales corregidas de las componentes a largo plazo (M1, M’2,

M’3,...) bajo el esquema aditivo.

* Los indices de variacion estacional se obtienen con la misma sistematica del
método anterior: con las medias estacionales corregidas se obtiene la media

aritmética anual M’A que sirve de base para calcular los indices.

» Obtenidos estos indices, podemos desestacionalizar la serie como en el método
anterior (Ruiz, 2004, 85.4).
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7.5. Variaciones ciclicas

Las fluctuaciones de los valores de rendimientos alrededor de la linea de tendencia,
constituyen la componente ciclica, éstas son el resultado de la ocurrencia de
fenbmenos que pueden tener origen social, econdémico, politico, costumbres
locales, etc., pero que pueden afectar el comportamiento de la variable, de ahi que

Su separacion resulte importante.

Supongamos ahora que nos interesa conocer la variacion que han tenido los
rendimientos respecto de la tendencia, es decir, la componente ciclica, la cual queda
representada en la gréafica (Gréafica de apreciacion de la componente ciclica de los
CETES a 90 dias) por los valores mayores y menores respecto de la tendencia. Si
deseamos conocer el valor numérico de este comportamiento debemos proceder

como sigue:

Calcular para cada trimestre el valor del rendimiento de acuerdo con la ecuacion de
la tendencia (Yt) y compararlo con el correspondiente del registro, estableciendo

una proporcién entre estos dos valores de la manera siguiente:

C= i100
Yt

En donde:
Yrepresenta el rendimiento registrado.

Ytrepresenta el rendimiento calculado con la ecuacion de tendencia.
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Los valores asi calculados se muestran en la tabla siguiente, expresados en
porcentaje respecto del valor de la tendencia, los valores que estén por encima de
la recta de tendencia alcanzaran un porcentaje superior a cien, mientras que los que

se encuentren por debajo de ella tendran valores inferiores a cien.

Valores de la componente ciclica

Rendimiento Componente
Trimestre Real Tendencia  ciclica
Y Yc %
1 14.03 10.41 134.78
2 10.69 9.96 107.29
3 8.63 9.52 90.68
4 9.58 9.07 105.60
5 7.48 8.63 86.72
6 5.98 8.18 73.11
7 5.82 7.73 75.26
8 6.69 7.29 91.80
9 8.12 6.84 118.68
10 7.51 6.40 117.42
11 5.42 5.95 91.09
12 3.45 5.50 62.68
13 3.02 5.06 59.71
14 4.29 4.61 93.02
15 5.51 4.17 132.26
16 5.02 3.72 134.94
17 5.07 3.27 154.85
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Las componentes ciclicas, pueden ser graficadas para observar los posibles
patrones que se presentan, la linea de la tendencia corresponde en la gréfica a la

linea del 100%, observemos que la variacion ciclica se presenta hacia arriba y hacia

abajo de la recta de tendencia.
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Componente ciclica de los rendimientos de CETES a 90 dias
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17

Es posible ver con mucha claridad cuél ha sido el comportamiento de los

rendimientos respecto de la tendencia. Podemos observar que las fluctuaciones a

la baja han sido mas importantes que las correspondientes a la alza. Esto muy

importante, pues si alguna persona compré CETES a 90 dias durante el primer

trimestre, podemos observar que el rendimiento de estos bajo a continuacion y

apenas pudieron igualarse los rendimientos alrededor del trimestre 16, presentando

una alza alrededor del trimestre 17, lo cual puede representar una pérdida de tiempo

y dinero para la persona que bien pudo invertir algunos otros instrumentos que

tuvieran mejores rendimientos.
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7.6. Fluctuaciones irregulares

Finalmente, una vez separada la componente estacional, procedemos a calcular la
componente irregular, lo cual se realiza utilizando nuevamente la ecuacion del
modelo multiplicativo, relacionandola con el producto de las componentes

conocidas hasta ahora, es decir, obteniendo la relacion:

ME)XE)) _,
(M(C)(E)

Los valores obtenidos se expresan en porcentaje, el calculo de esta componente se

muestra en la tabla siguiente:

Rendimiento Componentes
Trimestre Real tendencia ciclica temporal Irregular
Yc C E I

1 14.03 10.41 134.78 96.52 103.61
2 10.69 9.96 107.29 100.96 99.05
3 8.63 9.52 90.68 91.46 109.34
4 9.58 9.07 105.60 95.98 104.19
5 7.48 8.63 86.72 96.52 103.61
6 5.98 8.18 73.11 100.96 99.05
7 5.82 7.73 75.26 91.46 109.34
8 6.69 7.29 91.80 95.98 104.19
9 8.12 6.84 118.68 96.52 103.61
10 7.51 6.40 117.42 100.96 99.05
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5.42
3.45
3.02
4.29
5.51
5.02
5.07

5.95
5.50
5.06
4.61
4.17
3.72
3.27

Informatica

91.09 91.46 109.34
62.68 95.98 104.19
59.71 96.52 103.61
93.02 100.96 99.05
132.26 91.46 109.34
134.94 95.98 104.19
154.85

Cuadro 7.5 Célculo de la componente irregular

En la tabla se presentan los valores de cada una de las componentes, los

correspondientes a la ciclica, estacional e irregular se expresan como un porcentaje

del valor de la tendencia, la gréfica que relaciona todos los valores se presenta

enseguida.

Gréficade los componentes de la serie de tiempo para nuestro ejemplo del

Porcentaje

160

rendimiento de los CETES a 90 dias.

Rendimientos de CETES a 90 dias
Componentes de la serie de tiempo

/

140

120 \

Ciclica\ ///

100 +

80

60

40

/ Irregular
Estacional \J Tendencia
v
1 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17
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Una vez separadas cada una de los componentes es posible conocer la influencia
gue cada una de ellas tiene sobre el valor del rendimiento, y tomar una decision
sobre las consideraciones que deban realizarse para llevar a cabo una prediccion,
en este caso deberd analizarse con mucha atencion la relacion que cada una de
ellas haya tenido con los fendbmenos econdmicos y hacer la consideracion de las
probabilidades que tiene de ocurrir de la misma manera, para considerar o no su
participacion en la prediccion sobre el comportamiento del rendimiento de los
CETES.

/.7. Modelos autorregresivos de

promedios moviles

Un proceso estocastico { zt } con indice temporal discreto se dice estacionario si las
distribuciones conjuntas de probabilidad asociadas con un vector (zt*,z"2,...,z,k) son
idénticas a las asociadas con el vector (zl1+h,z »Z+h,...,z*","+h) obtenido por una
traslacion temporal, y esto para todo conjunto (tl t,,...,t") de indices, para todo k y
para todo h. Un proceso estacionario tiene todos sus momentos invariantes a
cambios en el tiempo. Un proceso se dice "estacionario débil" si sus momentos de
primer y segundo orden (esperanzas matematicas, varianzas, covarianzas) son

invariantes a cambios en el tiempo.
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RESUMEN

Esta unidad es una introduccion basica a los métodos elementales de analisis y
pronéstico de series de tiempo; primero se muestra, que para explicar el
comportamiento de una serie de tiempo es conveniente suponer que la serie esta
formada por sus cuatro componentes basicos: tendencia, ciclico, estacional e
irregular. Posteriormente separamos cada uno de estos componentes para medir

su efecto, con lo cual logramos pronosticar valores futuros de la serie de tiempo.

También se mencionan los métodos de suavizamiento como medio para pronosticar
una serie de tiempo que no presenta algunos de sus componentes de manera
apreciable. Ademas, se ejemplifica el uso del andlisis de regresion lineal en series

de tiempo que sélo tengan una tendencia a largo plazo.

Finalmente, es facil observar que las series de tiempo son métodos cualitativos de
pronéstico que se utilizan cuando se tienen pocos datos histéricos o carecemos de
ellos. Las series de tiempo también se utilizan cuando se espera que su

comportamiento continte en el futuro.

. 256 de 258




o

BAER { % Licenciatura: Informatica
(e $ d
: &f , 5 , .

BIBLIOGRAFIA

({ SUGERIDA

Autor Capitulo Paginas
Levin y otros (1996) 15 673-712
Christensen (1990) 12 625-643
Lind y otros (2004) 12 602-624
Hanke y otros (1997) 16 668-691

LEVIN Richard I. y Rubin David S. (1996). Estadistica para administradores. México:
Alfaomega, 1017 pp.

CHRISTENSEN H. (1990). Estadistica paso a paso (22 edicion). México: Trillas, 682
Pp.

LIND A. Douglas, Marchal G. William, Mason D. Robert. (2004). Estadistica para
Administraciéon y Economia. México: Alfaomega, 112 edicion.

HANKE Jonh E. y Reitsch Arthur G. (1997). Estadistica para negocios. México: Irwin
McGraw-Hill, 955 pp.

o 257 de 258

Cuarto semestre



DAY NACIONAL AUTONOMA
WMERDAL RS =y MEXE)

=—70% L2 |
' 8“ ‘t‘&/ ] :
P LSS

Facultad de Contaduria y Administracion
Sistema Universidad Abierta y Educacion a Distancia



